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内 容 简 介 


本 书 介绍 闪 闭 序列 的 基本 理论 兼 茶 些 经 典 的 应 用 课题 ,如 最 优 停 时 、 假 
设 检验 等 , 全 书 共 分 七 章 , 前 三 章 为 基础 知识 ,第 四 章 介绍 半 摧 序列 的 基本 概 
念 和 起 础 理论 . 第 五 .六 两 章 介绍 应 用 专题 . 最 后 为 方便 读者 附录 Markov 
链 . 

本 书 的 材料 选择 按照 衢 序 渐进 ,不 避 重 就 经 的 原则 , 自 成 体系 . 凡 较 重要 
的 概念 和 结论 均 有 较 详 尽 的 陈述 . 对 于 那些 具有 大 学 本 科 三 年 数学 基础 的 访 
者 无 须 额外 查询 资料 便 可 顺利 地 阅读 . 该 书 既 可 作为 数学 专业 的 研究 生 相 关 
由 容 的 教学 参考 材料 ,也 适宜 于 大 学 高 年 级 学 生 自学 ， 


Abstract of the text 


In the course, the fundamental theory of scmimartingale"s sequences 
and its applications, such as optimal stopping time and testing hypothesis 
et , are introduced, The course is divided into seven chapters. The primary 
knowledge is described in first three chapters, Fundamental concepts and 
conclusions of semimartingales are set into fourth chapter of the course. 
Topics considered as applications of semimartingales are introduced in fiveth- 
sixthi chapter. Finally, Markovian train is set in the appendix of the course 
in order to make reading the course convenient. 

Materials of the course are chosen and edited in accordance with 
principle of order and advance step by step, and form a complete system. 
Important concepts and conclusions are detailed in the course, Readers with 
threc-year mathematical {oundation can rcad the course without any 
difficult. The course may be considered as a book of teaching reference and 


sclf-learned materials ior the graduate studenis. 


“研究 生 用 书 ” 总 序 


研究 生 教材 建设 是 提高 研究 生 教学 质量 的 重要 环 
节 , 是 具有 战略 性 的 基本 建设 .各 门 课程 必须 有 高 质量 的 
教材 ,才能 使 学 生 通 过 学 习 掌握 各 门 学 科 的 坚实 的 基础 
理论 和 系统 的 专门 知识 ,为 从 事 科学 研究 工作 或 独立 担 
负 专门 技术 工作 打下 良好 的 基础 。 

我 校 各 专业 自 1978 年 招收 研究 生 以 来 ,组 织 了 一 批 
学 术 水 平 较 高 ,教学 经 验 丰富 的 教师 ,先后 编写 了 公共 
课 \ 学 位 课 所 需 的 多 种 教材 和 教学 用 书 。 有 的 教材 和 教学 
用 书 已 正式 出 版 发 行 ,更 多 则 采用 讲义 的 形式 逐年 印发 。 
这 些 讲 义 经 过 任课 教师 多 年 教学 实践 ,不 断 修改 .补充 、 
完善 ,已 达到 出 书 的 要 求 。 因此 ,我 校 决定 出 版 研究生 用 
书 ”, 以 满足 本 校 各 专业 研究 生 教学 需要 ,并 与 校外 单位 
交流 ,征求 有 关 专 家 学 者 和 读者 的 意见 ,以 促进 我 校 研 究 
生 教 材 建设 工作 ,提高 教学 质量 。 

“研究 生 用 书 ” 以 公共 课 和 若干 门 学 位 课 教材 为 主 ， 
还 有 教学 参考 书 和 学 术 专 著 , 涉 及 的 面 较 广 ,数量 较 多 ， 
准备 在 今后 数 年 内 分 批 出 版 。 编 写 “ 研 究 生 用 书 ” 总 的 要 
求 是 从 研究 生 的 教学 需要 出 发 ,根据 各 门 课程 在 教学 过 
程 中 的 地 位 和 作用 ,在 内 容 上 求 新 、 求 深 \ 求 精 , 每 本 教材 
均 应 包括 本 门 课程 的 基本 内 容 ,使 学 生 能 掌握 必需 的 莽 
础 理论 和 专门 知识 ;学 位 课 教材 还 应 接触 该 学 科 的 发 展 
前 沿 , 反 映 国内 外 的 最 新 研究 成 果 , 以 适应 目前 科学 技术 
知识 更 新 很 快 的 形势 ;学 术 专 著 则 应 充分 反映 作者 的 科 


研 硕 果 和 学 术 水 平 ,阐述 自己 的 学 术 见 解 。 在 结构 和 阐述 
方法 上 ,应 条 理 清楚 ,论证 严谨 ,文字 简 炼 ,符合 人 们 的 认 
识 规律 。 总 之 ,要 力求 使 “研究生 用 书 ” 具 有 科学 性 、 系 统 
性 和 先进 性 。 

我 们 的 主观 愿望 虽然 希望 “研究 生 用 书 ” 的 质量 尽 可 
能 高 一 些 , 但 由 于 研究 生 的 培养 工作 为 时 尚 短 ,水 平和 经 
验 都 不 够 ,其 中 缺点 .错误 在 所 难免 , 尚 望 校内 外 专家 学 
者 及 读者 不 吝 指教 ,我 们 将 非常 感谢 。 


华中 理工 大 学 研究 生 院 院 长 
了 各 贰 车 入 


1989. 11, 


写 在 1995 年 


在 今天 ,国家 之 间 的 竞争 是 国家 综合 实力 的 竞争 , 国 
家 综合 实力 的 竞争 关键 是 经 济 实力 的 竞争 ,而 经 济 实力 
的 竞争 关键 又 在 于 科技 (特别 是 高 科技 ) 的 竞争 ,科技 ( 特 
别 是 高 科技 ) 的 竞争 归根 结 底 是 人 才 ( 特 别 是 高 层次 人 
才 ) 的 竞争 ,而 人 才 ( 特 别 是 高 层次 人 才 ) 的 竞争 基础 又 在 
于 教育 。“ 百 年 大 计 , 教 育 为 本 ;国家 兴亡 ,人 才 为 基 。” 十 
六 个 字 四 句 话 , 确 是 极其 深刻 的 论断 。 

显然 ,作为 高 层次 人 才 培 养 的 研究 生 教 育 就 在 一 个 
国家 的 方方面面 的 工作 中 ,占有 十 分 重要 的 战略 地 位 。 可 
以 说 ,没有 研究 生 教 育 ,就 没有 伟 威 雄壮 的 科技 局 面 ,就 
没有 国家 的 强大 实力 ， 就 没有 国家 在 国际 上 的 位 置 ， ,就 会 
效 打 ， 就 会 压 , 就 会 被 淘汰 。 

工 谷 善 其 事 , 必 先 利 其 器 "教学 用 书 是 教学 的 重要 

基本 工具 与 条 件 。 这 是 所 有 从 事 教育 的 专家 所 熟知 的 事 
实 。 所 以 ,正如 许多 专家 所 知 ,也 正 是 原来 的 《“ 研 究 生 用 
书 ” 总 序 》 中 所 指出 ,研究 生 教材 建设 是 保证 与 提高 研究 
生 教 学 质量 的 重要 环节 ,是 一 项 具有 战略 性 的 基本 建设 。 
没有 研究 生 的 质量 ,就 没有 研究 生 教育 的 一 

我 校 从 1978 年 招收 研究 生 以 来 , 即 着 力 从 事 于 研究 
生 教材 与 教学 用 书 的 建设 。 积 十 多 年 建设 与 实践 的 经 验 ， 
我 校 从 1989 年 起 ,正式 分 批 出 版 ”研究生 用 书 ”。 第 一 任 

。1 。 


研究 生 院 院 长 陈 班 教授 就 为 之 写 了 《“ 研 究 生 用 书 ” 总 
序 》, 表 达 了 我 校 编写 这 套用 书 的 指导 思想 与 具体 要 求 ， 
“要 力求 “研究 生 用 书 ' 具 备 科学 性 、 系 统 性 、 先 进 性 ”。 第 
二 任 研究 生 院 长 ,也 就 是 当时 我 校 的 校长 黄 树 槐 教授 完 
全 赞同 这 一 指导 思想 与 具体 要 求 ,从 多 方面 对 这 套用 书 
加 以 关心 与 支持 。 

我 是 十 分 支持 出 版 “研究 生 用 书 ” 的 。 早 在 1988 年 我 
在 为 列 人 这 套 书 中 的 第 一 本 , 即 ( 机 械 工 程 测 试 。 信息。 
信和 号 分 析 》 写 “ 代 序 ”时 就 提出 ;一 个 研究 生 应 该 博览 群 
书 , 博 采 百 家 ,思路 开阔 ,有 所 创见 。 但 这 不 等 于 他 在 一 切 
方面 均 能 如 此 ,有 所 不 为 才能 有 所 为 。 如 果 一 个 研究 生 的 
主要 兴趣 与 工作 不 在 “这 一 特定 方面 ,他 也 可 以 选择 一 
本 有 关 的 书 作 为 了 解 与 学 习 这 方面 专业 知识 的 参考 ;如 
果 一 个 研究 生 的 主要 兴趣 在 “这 一 特定 方面 ”, 他 更 应 选 
择 一 本 有 关 的 书 作为 主要 学 习 用 书 , 寻 更 主要 学 习 线索 ， 
并 缘 此 展开 ,博览 群 书 。 这 就 是 我 网 成 为 研究 生 编 写 系列 
教学 用 书 的 原因 。 

目前 ,这 套用 书 已 出 版 了 6 批 共 30 种 ,初步 形成 规 
模 ,逐渐 为 更 多 读者 所 认可 。 在 已 出 版 的 书 中 ,有 8 种 分 
获 国家 级 、 部 省 级 图 书 奖 ,有 13 种 一 再 重印 ,和 久 销 不 误 ， 
有 的 印刷 总 数 已 近 万 册 。 采用 此 套 书 的 一 些 兄弟 院 校 教 
师 纷 纷 来 信 , 赞 誉 此 书 为 研究 生 培 养 与 学 科 建 设 作出 了 
贡献 ,解决 了 他 们 的 “燃眉之急 ”。 我 们 感谢 这 些 赞誉 与 鼓 
支 , 并 将 这 些 作 为 对 我 们 的 鞭策 与 鼓励 “衷心 藏 之 , 何 日 
忘 之 ?1” 
现在 , 正 是 江南 初春 ,“ 最 是 一 年 春 好 处 ”。 华工 园 内 ， 
。2。 


红 梅 绝 放 ,迎春 盛开 , 柳 校 抽 绿 , 梧 叶 含苞 ,松柏 青 浴 , 樟 
桂 换 新 ,如 辣 我 们 的 国家 正在 迅猛 发 展 ,欣欣 向 荣 一 样 ， 
一 派 痊 然 生 机 。 尺 管 春 天 还 有 和 在 寒 时 候 ,我 们 国家 在 前 进 
中 还 有 种 种 困难 与 险阻 ,有 的 还 很 严峻 ,但 是 ,潮流 是 不 
可 阻挡 的 ,春意 会 越 来 越 浓 ,国家 发 展会 越 来 越 好 。 我 们 
教师 所 编 的 .所 著 的 所 编著 的 这 套 教学 用 书 , 也 会 在 解 
决 前 进 中 的 种 种 问题 中 继续 发 展 。 然 而 ,我 们 十 分 明白 ， 
这 套 书 尽管 饱含 了 我 们 教师 的 辛勤 的 长 期 的 教学 与 科研 
工作 的 劳动 结晶 ,作为 教学 用 书 百 花园 中 的 一 从 鲜花 正 
在 怒放 ,然而 总 会 有 这 种 或 那 种 的 不 妥 、 错 误 与 不 足 , 我 
囊 心 希望 在 这 美好 的 春日 ,广大 的 专家 与 读者 ,不 音 拔 元 
相助 ,对 这 套 教 学 用 书 提 出 批评 建议 ,予以 指教 启迪 ,为 
这 从 鲜花 除 害 灭 病 , 抗 风 防寒 ,以 进一步 提高 质量 ,提高 
水 平 ,更 上 一 层 楼 ,我 们 不 胜 感 激 。 我 们 深 知 ,“ 一 个 篇 管 
三 个 桩 ”, 没 有 专家 的 指导 与 支持 ,没有 读者 的 关心 与 帮 
助 ,也 就 没有 这 套 教学 用 书 的 今天 。 
诗 云 ， 噬 其 鸣 侨 , 求 其 友 声 .这 是 我 们 的 心声 


中 国 科学 院 院士 
华中 理工 大 学 校长 
兼 研 究 生 院 院 长 


杨 叔 子 
于 华工 园 内 
1995 年 3 月 7 日 
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随机 序列 在 概率 论 中 是 一 类 特别 重要 的 特殊 随机 过 程 ,比如 
随机 游 动 .Markov 链 . 半 鞭 序 列 等 , 本 书 将 以 半 拷 序列 及 停 时 理 
论 为 主要 讨论 对 象 ,作为 一 本 普及 性 的 参考 书 ,考虑 到 在 校生 及 自 
学 者 等 不 同 层面 的 需要 ,我 们 在 选材 上 侧重 介绍 系统 的 理论 基础 
及 某 些 实用 性 专题 . 如 果 读 者 具备 本 科大 学 三 年 级 的 基础 知识 , 则 
不 必 依靠 其 它 参 考 资 料 便 可 顺利 地 阅读 . 

本 书 分 七 章 , 前 四 章 及 最 后 的 附录 为 本 书 的 基础 部 分 , 第 五 章 
介绍 最 优 停 时 理论 ( 周 金海 . 刘 丁 酉 参与 这 章 的 编写 工作 ), 第 六 章 
介绍 假设 检验 的 基本 知识 ,侧重 讨论 识 与 停 时 理论 在 这 个 专题 研 
究 中 的 应 用 . 每 一 章 除 它们 之 间 的 联系 外 还 具有 一 定 的 独立 性 和 
完整 性 . 最 后 列 出 了 一 些 参 考 文献 . 

本 书 在 编写 过 程 中 得 到 华中 理工 大 学 研究 生 院 的 资助 以 及 华 
中 理工 大 学 出 版 社 的 支持 ,武大 数学 系 胡 迪 锥 教授 对 本 书 提 出 了 
许多 宝贵 的 修改 意见 , 在 此 ,一 并 表示 感谢 , 本 书 内 容 涉及 面 较 广 ， 
限于 作者 的 水 平 ,错漏 难免 , 敬 请 专家 ,读者 批评 指正 . 


作者 
1996, 6， 
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-第 一 章 一 般 测 度 


31.1 集 类 
设 届 为 革 个 基本 事件 空间 , 人 表示 空 集 , 
定义 1.11( 半 环 ) 设 -o 为 0 上 的 一 个 子 集 类 . 若 
GO OE; 0) ABEvEANBEY,; 
Gi) 4,BE H BCASICEY, CNC=GGKN) 及 


某 整 数 宇 1, 让 A\B=UC,, 
则 称 .ez 为 人 上 的 半 环 . 
引 理 1.14.1 设 -Y 为 RQ 上 的 半 环 ,BE 之 D), 则 UE= 


UC ,其 中 CE Ci[Ci= 名 GLE). 
证 令 El=k,, E=E,\UE m2), 则 

UE =UE, ENE,= 2 

(1.1-1) 


因此 ,命题 等 价 于 ;对 Y EE , ml1, 有 
E\UE, =UC, ' 


其 中 GE ,Ci 站 Ci 二 OURKE) m1 之 1, 
当 二 1 时 ,EN =E\NE 和 NB. 按 半 环 条 件 人 和 Giii), (1. 1- 


1) 式 成 立 . 现 假 定 (1.1-]) 式 对 光宇 1 真 , 则 
mtl ma 和 一 pr bE ~ Dy 
EN 总 E= EE\UE= (UC) \UE=U( CAUE) 


按 假定 ,对 给 定 的 x 宇 1, 有 
CNUB=Ucp =Ucp. 
1 A /El 
. 1 . 


其 中 7 = max pn} CH=GU>m). 
令 口 =C9 ,其 中 = (人 一 1)p 十 rss 1 和 过 <) , 则 


AUE="U GCG， 其 中 (mw 十 1) 一 :1 

定义 工 二 2 环 和 代数 ) 设 - 为 上 的 一 个 子 集 类 , 若 

(i) -x 非 空 。 

(ii) 4,BE-er=>4UBE-， A\BEY, 
则 称 -sz 为 QR 上 的 环 . 

若 .-s 为 及 上 的 环 , 且 CE-e, 则 称 -sx 为 0 上 的 代数 . 

注 1 有 时 称 含 Q 的 半 环 为 半 代 数 ， 

注 2 环 -ez 中 的 条 件 4ii) 等 价 于 如 下 条 件 : 

(0 4,BE-o 一 4nBE-s 4ABE-o (“和信 ”表示 对 称 
差 )， 

定义 1.1. 3( 单 调 类 ) 设 -e 为 2 上 的 非 空子 集 类 . 若 (4 
之 DD 为 vx 中 的 单调 子 列 , 且 4=lim4.E -o, 则 称 < 为 如 上 的 
单调 类 ， 

定义 1.1.4(r 类 ,4 类 ) 设 -为 如 上 的 非 空子 集 类 . 若 4， 
BEwx=>A 门 BEY, 则 称 -ez 为 上 的 -类 . 若 G 人 CE-ori (ii) 
AEN AER; Gi) (4 nD DE 且 4 人 4 一 她 GO 天 0 
> 小 E-e， 则 称 -< 为 人 上 的 入 类 . 
定义 1.1.5 设 -ez 为 0 上 的 非 空子 集 类 . 8 表示 某 种 特性 ， 
记 四 

p8(oo) = inf{-or: -roC er， 共有 性 质 p)， 

则 称 PB(-ero) 为 由 上 含 vo, 且 具 有 性 质 8 的 最 小 集 类 . 

例如 ,ret ，Mazro (ut ;rr(70)， a(270)， aol-270) 分 
别 表示 含 -sr。 的 最 小 xx- 类 ,入 类 ,单调 类 , 环 ,代数 ,co- 代 数 . 

引 理 1.1.2 设 -sz 为 人 上 的 子 集 类 ， 

(iD 若 -oz 为 代数 , 则 . 为 o- 代 数 的 充 要 条 件 是 

2 一 Mm ). 


(ii) 车 -=r(eo)， 则 1Cer) 一 rzC-o)， 

证 结论 GD 之 证 留 给 读者 . 下 证 结论 (ii)， 

假如 AD) 为 or- 代数 , 则 c(CerCaACer) ,但 co(o) 为 售 -oz 
的 入 类 . 因此 ,CDCo(er) , 故 ACe Co 和 镜 下 的 问题 是 
证 明 :4(-e) 为 oc- 代数 , 邻 

多; 一 {B: A NN B € ACo )}, 
则 对 Y 4E AMC-x), 94 为 和 -类 ,事实 上 ,由 A 站 m0 二 4 可 知 :NE€ 
i. 若 BE 多, 则 ANmBP= (4:UA 站 BEA(O), 从 而 ,这 EY 
假如 ,CB,, n 宇 DCS, 有 是 BB, 则 
CANMNB, nD)CAr), HANB,tANES. 

于 是 ,ANBEXMA)>B=limB, EY. 按 定义 1.1.5, 吕 ;为 守 类 . 

显然 ,CA(YV AEN), MAT CHEAYV AEACA)). 从 
而 , -C94,ACY)CBA(Y 4AEACD)) 于 是 , 若 4,BEACo)，， 
则 4E9 一 4mnBEACe)， 即 AMCo) 为 入 类 , 易 证 : 既 为 人 类 又 为 
x- 类 的 集 类 必 为 co- 代数, 故 Me 为 王 代数 

定理 1.1.1(Dykinx-4 定理 ) 设 人 作为 类, 红 为 A 类 , 旦 多 
CL, 则 eB)CE, 

证 按 引 理 1.1.2(i),o( 儿 )= 入 )C&. 

在 定义 1.1.5 中 ,co(-%) 表 示 含 -x 的 最 小 o- 代 数 . 假如- 
是 由 有 限 个 元 素 构成 的 集 类 , 则 易 证 :o(-x ) 可 以 通过 有 限 次 集 论 
运算 ( 补 .可 数 并 ( 交 ) 等 ) 构 造 出 来 . 然而 ,对 一 般 的 子 集 类 -x , 则 
不 一 定 能 通过 有 限 次 集 论 运算 构 作 出 oC-x ). 下 面 讨论 一 个 反例 ， 

设 如 为 上 的 某 个 集 类 , 记 

"= 二 (4; 4 由 发 中 的 元 素 通 过 有 限 次 集 论 运算 
产生 的 结果 }. 

令 二 如 一 -VL 闫 2), 则 2 ,Col2X) (Yn 之 1). 但 一 
般 没 有 U-er,=oC2), 下 列 命题 将 证 明 这 一 点 ， 

命题 1.1.1 设 Q=(0,1]， 


.一 {(a 拉 :ab 为 [0 让 的 有 理 数 , 旦 < 过分 ， 
= L(Y n> 1). 
则 U4 严格 地 被 仿 在 ob) 中 ， 
证 首先 讨论 Uz, 中 元 素 的 表示 . 令 
到 (hd 一 省 UaUaU: 
风 对 Y BIE ,有 = 本 (和,…) ,其 中 四 EEF1( 宕 1). 这 
一 事实 可 直接 由 ,二 7; 得 到 . 假定 每 个 正 整数 在 正 整数 方 阵 
(10)i2! 中 恰好 只 出 现 一 次 . 定义 
Gu(4 4 一 43; 对 2 之 1， 
BDA, 4 VB A 4 
DA A ) 1), 
则 采用 归纳 法 可 以 证 明 : 对 Y PB"E.2,, 都 有 表示 
B= (Ai dA) (4 之 1)C-2 
令 PA) = UD de) (Ces kD CH), 
则 对 Y BE U-Z,, 有 表示 
B= Bd,A2) (sk 1) CH). 
按 归纳 法 ,立即 可 证 :@C41, 4s") Eo(26),， (CA, k 疡 IC-A)， 
UCo(Y). 
现在 ,来 构 作 一 个 Borel 集 妃 不 含 在 U-Z, 中 .为 此 ,让 wEg， 
则 相应 于 w 有 一 个 正 整数 列 (w，w, …) ,使 得 w 的 二 进 制 展开 式 


到 
中 第 个 “1” 的 位 置 编号 为 中 二 和 十 十 册 , 即 令 1 一 22 吕 , 则 


n inf (mm, Yo = my Da 一 有， 


isml 


其 中 (四 一 0 或 1 为 由 的 二 ; 生 制 展 式 中 第 7 个 位 置 的 数字 在 此 
意义 下 ,Cw ,之 1) 唯 一 被 决定 . 于 是 ,wE (0,1 与 (ou 4>1) 是 
1-1 对 应 的 ， 

se。 4， 


设 (有 ,之 1)C-Ao， Po) 一 轴 (T Ta,'"), B=(w; wt 
we)}, 则 互 为 Borel 集 , 且 不 含 在 任何 和 中 .事实 上 ,对 VY wE 
(0,1j], 有 B 关 9(w). 而 9g(w)E U2, 且 U7 中 的 每 个 元 素 对 应 
一 个 wE 01 和 CPP1)C-Ao, 故 B6U 7 现 在 , 令 

D: ={w: w € I}, 


时 


k n—1] 
Ln) = {w: D0 一 ?| 一 {w: > ci(o) 过 k= Sa) ). 
i=1 j=1 j=1 
则 显然 有 [x(w) EoC20)， 


{w: = 1) 一 U LiCm) NM G+n) € ol(Z,), 
D, = U to; w =n) (1, € col). 
假如 ， {w; wy € EA 9 Lo, …) 一 DD,， D,， pp ) 


(1. 1-2) 
其 中 n€EN, 《ts & 之 1) 为 任意 正 整 数列 ， 则 


B: ={w: w €E Kw))} =U {w: w € Dll , To, se)) 


一 UCD,,, D,.， "0 ) 一 BD De E€ 0C.Go )， 
二 BEa(-20), 即 B 为 Borel 集 ， 
剩 下 的 问题 就 是 证 明 (1. 1-2) 式 成 立 . 
采用 归纳 法 , 当 w=0 时 ， 
{ws Wy € DL, ， 1. ， pp) ={w; 忆 EE 1 } 


1 
一 Du = B,D, , Ds, ,0). 
这 表明 n=0 时 , (1.1-2) 式 成 立 . 假如 (1. 1-2) 式 对 2 一 1 成 立 . 并 
设 v€E BAT T，…), 则 由 (®,, nn 之 0) 和 秋之 定义 可 知 ; 存 在 
某 k 汪 1, 使 得 
wt 和 CT ，T。 ，…)， 


本 
1 如 


. 
Ol 
. 


按 归 纳 法 假设 ， 
中 Ch 9 Ll, 9 …) =YV(®, (DD, 9 Do 人 


BD, 9 ds ph …) 
21 22 
人 一 多， CD, ， D,,: …). 
=>(]. 1-2) 式 对 亦 成 立 , 


$1.2 可 测 空间 


设 多 为 QQ 上 的 一 个 o- 代 数 , 二 重 符号 (Q, 多 ) 称 为 可 测 空 
间 . 本 5 和 介绍 几 种 常用 可 测 空 s 间 ， 


(一 ) 可 测 室 间 (CR ,多 ) 


没 R=(—o0c,00), [a,0)= {rER;, oxo}), (a,001= (a, 


0), 

2 = {A; A= (a0); ab € R= [一 sec a RD)} 

内 ,2 为 半 代 数 , 且 

oo) = {A, 4 一 U11< < oo 
A; E -oo， A NA = - OG)). 

这 埋 e() 才 示例 v6 的 最 小 代数 , 令 多 =al-205), 则 
=n)), 

趟 中 m2(*) 雪 示 含 “， "的 最 小 音调 类 . 通常 称 此 集 类 为 尺 上 的 

Borel o- 代 数 , 丽 (RR, 吕 ) 为 一 维 Borel 可 测 空间 . Borel co- 代 数 还 可 

以 得 过 在 R 上 引入 基 个 拓扑 结构 产生 . 例如 :在 及 上 定义 尺度 


Noy 
CT， 一 TT 


证 2 人-SCoiER,O<e<1)， 
SC 一 人 ER:OCGY) Zu). 
则 可 证 明 :; : 委 一 CEo). 


OB» 


(二 ) 可 测 空间 (CR", 多 ") (7 为 正 整 数 ) 

设 R"=XR= {Zz: T= (x1, X22 Ty,) » 其 中 XiER}, 
X={B", B"==B1X…XB,, 其 中 PE- ， 
a =(B'; 瑟瑟; 其 中 以 之 1， 

BE, EfNE=Y HEFEDN}. 
HB" =m(a( sy)) = 2). 

通常 称 (R", 名 ") 为 - 维 Borel 可 测 空间 . 从 构 作 中 立即 可 以 看 出 : 
此 可 测 空间 为 一 维 Borel 可 测 空间 的 习 积 空间 . 有 时 记 为 和 "= 
XH; R', B=XR, FB). 

类 似 于 一 维 情形 ,多 " 也 可 以 通过 在 R" 中 引入 某 个 拓扑 结构 
产生 ,如 在 R" 上 引入 尺度 ， 
bar Y) 一 > 2-"0(rkeyyi) (zy 所 开工 一 C7 2) )， 

A=1 
相应 此 尺度 有 如 下 邻 域 系 ; 
= (B:; B=S(r), 其 中 x ER,0<ad<1); 
Sr) = {y ER', p(x,y) <a). 

同样 可 证 ; "二 o( 信 

(三 ) 可 测 空间 (R™, 多 ~) 

设 R*=XR= {zx; 一 Cry EGR ? 

X= o( (Br B*=XBb,, BEFY), 
rh, A=7(T X12 XXI,), 其 中 nl1, ES), 
A(XI) = {rER™., x EEL, 1< ). 


则 多 ~=o(_yF)， 通常 称 多 "为 无 穷 维 Borel o- 代 数 . (R* ,六 ) 
为 无 穷 维 Borel 可 测 空间 . 


5- 代数 多 “也 可 以 通过 引入 某 种 拓扑 结构 产生 . 如 在 R“ 上 引 
入 尺度 


pz = DoCNs WN) (zy €E R™). 
炎 一 1 


令 D(x) = {y € R™, oz) a), 
EG? = (Dr): TER”, 0<a<1). 
则 Br 一 (GTP)， 


(四 ) 可 测 空间 (R', B27) (T=[a,5] 或 [0,o0)) 


设 R= {x; z=(x,, 1 ET), rER), 
A (B= {rER'. (rn, Tr2s ”9 Xn) EB’} 9 


-0 一 (4 A=7..,( KI) 9 1 之 1， ET， tt,, 
Ti:€E 0}, : 
B= )=m(a(9d)), 
一 般 称 (R ,多 为 具有 参数 集 T 的 乘积 空间 , %7 中 的 元 素 有 如 
下 表现 定理 . 
定理 1.2.1 设 了 为 一 个 不 可 数 的 有 序 集 , 则 对 Y 4E€ 7， 
3 了 中 一 个 可 数 集 (4,k 宇 1) 及 元 素 BE%B”, 六 
A= {zr € RT, (xz,k>1) €B). 
证 设 8={A; A=J5,..(B), (&， kDET, BE HB"}. 
车 
=H. (1.2-1) 
则 定理 成 立 . 下 面 证 明 (1. 2-1) 式 真 . 
为 此 ,首先 证 明 Q 为 c- 代 数 . 假定 (41:,k 宇 1)CE, 则 8 之 定 
义 ，xkk 一 -9 人 (Bo 其 中 
T= (#,i>1), BE ZB”. 
令 7 =UT, B=UB, B= (BB) EH", 则 A = 
-不 :030. 从 而 ， 
“8. 


Ua = 局 -全 (了 3 有 一 -从 ( U B.) 一 -0 CB). 


注意 ,T' 可 数 , 且 BEF", 故 U AES. 

=>@ 为 go- 代数 

显然 ,94CE, 于 是 , 儿 1 二 ol)CE, 按 及 之 定义 ,有 性 
多 '，=> (1.2.1) 式 真 . 

注 1 若 了 为 可 数 集 或 有 限 集 , 则 上 述 定 理 自 然 成 立 , 因此 ， 
定理 中 的 7 可 以 为 任意 有 序 集 ， 

注 2 o- 代 数 织 (是 由 柱 集 类 产生 的 , 且 接 上 述 定 理 , 它 的 每 
个 元 素 都 是 具有 以 无 穷 维 Borel 集 为 基 的 柱 集 . 这 个 引 实 表明 :R’ 
中 不 属于 有 到- 的 子 集 就 一 定 没 有 定理 中 所 述 的 表现 , 例如 , 设 全 = 
[0,1Jj,cER， 考虑 子 集 4 一 (rzER， sup tr: :ETY<c}), 则 和 4 
人 多. 事实 上 ,假若 4 E27, 则 按 上 述 定 理 , 有 

3 ,££ 宕 1) CT, BE %”, 
4 一 人 ER (mk21) €B). 
令 y==c 一 1(V 1ET), 则 yEA'， 定义 
二 1， t& (tk 1),， 
“={ 1€ (0, kk 1). 

则 z=(z, 1ET)EA' ,但 z= 二 yy(V1E G4 上 这 了)). 这 表明 .xzE 
4 " .于 是 ,得 到 矛盾 的 结果 . 然而 , 像 4A' 这 样 的 集 在 过 程 论 中 是 相 
当 重 要 的 . 为 了 保证 这 类 集 的 可 测 性 ， 往往 需要 考虑 某 些 比 R' 更 
小 的 函数 空间 , 比如 连续 函数 空间 , 右 连 左 极 函数 空间 等 ， 


(五 ) 可 测 空间 (C, 多 (C)) 


设 了 =[0,1],C={(zER: zx 二 (zx, 1E€7) 为 了 上 的 连续 函 
数 }. 在 C 上 赋予 如 下 尺度 : 
Porsy) = sup{ Iz — Yl;t ET). 
假定 多 (C) 是 由 C 中 的 柱 集 类 产生 的 o- 代 数 ,&, 为 C 上 关于 尺度 
po 产生 的 邻 域 系 , 则 


。0，。 


BC) = ol8,). 
事实 上 , 令 
Be 一 {x EE C. Xe =b} (to E 了 ， b GE 及)， 
则 B20 为 C 中 的 一 个 柱 集 , 且 
BCY 一 0aCB0O .LE 了 了 ， 六 € R), 
注意 ,对 VY TEBY ” 刁 0<9< 二 (一 z)， 仿 
Ga(z) = {y EC; Py RT) LO) CCB, 
之 BO € ae) > HBC) CC ‘0. 
反之 ,由 连续 性 ,有 
Gi(z) 一 (tyEC: sup(|y CO— zl;,t EQ EO) 
一 站 eaty E€ C: | 一 zx | 0} ) 区 BOO), 
其 中 @ 为 人 中 有 理 数 全 体 ,不 难 证 明 ， 
cl = a {G(x);: xr EC 0<6 1}). 
> o(E CHC). | 
如 果 在 注 2 中 ,将 A' 中 的 R7 换 成 C, 则 4*€E 多 (OC), 即 A* 
为 可 测 空间 (C, 多 (C)) 上 的 可 测 集 . 
(六 ) 可 测 空间 4D, 名 (DD)) 
设 了 一 [0,1j,z+ 一 inz， T=limz.(0<4<1), X00ot+. 
D= {xE€ R7: >z 一 人 iEe Ty 1 tSLLD, 
xz,_ 存在 于 (0,1] 上 }. 
在 D 上 引入 Skorohod 尺度 a. 
dz,y) =inf{e>0:34€ A, 六 suplz 一 2no| 
+ suplz — A(Q) | 8), 
四 
= {A: A= (4), 1 ET) 为 了 上 连续 的 严格 增 函数 ， 


且 200) = 0, 24(1) 一 1)， 
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假如 多 (CD) 是 由 DD 上 的 柱 集 类 产生 的 o- 代 数 ,多 ,(D) 是 由 马 
上 关于 尺度 a 的 开 集 类 产生 的 o- 代 数 , 则 天 CD) 一 表 (CDD). 这 个 
结论 的 证 明 可 以 参考 文献 [4j. 
(七 一 般 乘 积 室 间 X (2, 多 > 1) 
设 了 为 任 一 有 序 指标 集 , (0, 多,) 为 可 测 空间 (Y 1ET). 令 
0 一 X02 = {w: w= (w, 1E€ 7), Ww ENC ET))., 
Zi= ‘A: A 二 Hl KB) 9 其 中 ti E€ 了 ， tl <~i, < 
Bb € F,, 1 二 7 < o0)， 
= XF, = (2 
则 (8, 多) 为 可 测 空间 ， 有 时 记 为 (0， 隐 ) 二 多 (Q， 祈 .前 面 讨 
论 的 所 有 可 测 空间 均 可 视 作 这 里 的 特例 . 在 时 此 由 别 的 音 形 下 ,这 
关 可 济 空 间 可 以 通过 在 如 上 引入 某 种 拓扑 结构 产生 ,如 (一 ) 一 
(六 ) 中 的 可 测 空间 . 然而 ,在 一 般 情形 下 ,讨论 这 两 种 构 作 方式 之 
间 的 关系 , 则 是 另 一 个 专门 研究 的 课题 . 


§ 1.3 测度 的 存在 与 唯一 性 


定义 13.1 设 p4 为 集 类 -ox 上 的 集 函 数 , 若 

() GEA pO) =0; 

Gi) pCA) EL0,olY 4E-or)i 

Gi x( 册 EE) 一 和 (Es) ,其 中 

(BE 1 多 4 委 门 和 -不 相 联 , 且 册 EeeE -ori 

则 称 g 为 -x 上 的 可 加 测度 ， 

如 果 条 件 (iii) 改 为 

(ii 人 局 已 ) = DE 其 中 

a Ti . 


(Ek 之 DC 不 相 联 , 且 Er Es 
则 称 w 为 -x 上 的 测度 . 
若 对 Y 4E.-o”， 有 Ap(4)<co, 则 称 w 在 .er 上 有 限 . 
若 对 Y 4E-o ,存在 (Ei, k 写 1)Cx ,使 得 
ACUYE, KA(E) <o0 (Yk), 
则 称 & 在 -x 上 o- 有 限 . 
定理 1.3.1 设 -x 为 半 环 ,x 为 -y 上 的 可 加 测度 , 则 4 具有 
下 列 性 质 ， 
(GD 单调 性 : 4A,BE.7 ,日 ACBS>u(B)Z2AA). 
(ii) 可 减 性 : 4,BE.o， ACB, 自 BMAEY ,1(A)<o0 
—>u(B\A)=1(B)— pd). 


Gi) 半 可 加 性 : CA) 莹 安 ACED ,其 中 


AEY, (Br1ShED TA, ACUE,. 


Gv) ZKCED<ACE) ,其 中 
(2, Ey 之 1) CC- (CE 之 1 不 相 联 , UE CE 
(其 证 明 留 给 读者 作为 练习 .》 
定理 1.3.2 设 -ez 为 半 环 ,4 为 -x 上 的 可 加 测度 , 则 为 
-以 上 的 测度 之 充 要 条 件 是 : A 具有 可 数 半 可 加 性 , 即 
HACAD 过 PE), 其 中 A,E; € wy， ACUE, 


证 这 是 定理 1 3.1 的 推论 . 

定理 1.3.3 设 -s 为 代数 或 环 ,为 -性 上 的 可 加 测度 ， 县 有 
限 , 则 为 -2 上 测度 的 充 要 条 件 是 ;x 具有 上 半 连 续 性 , 即 

ad yx(4) (或 0), 其 中 

(A ;21 宇 )C2 ,上 且 4,4( 或 儿 ). 

证 令 尼 = 如 MA 则 .44E-2, 且 A444 .因此 , 不妨 假 
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定 ， A 2. 现在 ,定义 B,=A\A,， 则 B, + A 令 Bi=B， B,= 
BANU Bi 之 2)， 则 (Bn 这 1) CY , 且 不 相 联 ,B= 岂 B'i. 按 炎 


的 可 加 性 , x( UB%) = DB 按 x 有 限 ， HB )<u A oo. 
于 是 ， Dk 

一 limp(B,) = 2 p(Bi). 

Po 天 


若 A 为 测度 , 则 > 4B) 二 x( WB:) 一 w(C4)， 
-limuCd) =0. 


Noo 


车 limyC4,)==0, 则 p41)=limp(B,)= 2 lB,) 
一 人 ( ( UB) = 2 AB). 


全 4 具有 王 可 加 性 , 即 4 为 测度 
注 1. 在 上 述 定理 中 ,“x 有 限 ” 之 条 件 不 可 少 . 例如 , 设 0 二 
(0,1],-ez 为 2 上 的 子 集 之 全 体 . 令 
十 %，4 关 3， 
0， 4 一 人， 
则 py 为 -x 上 的 测度 . 但 不 具有 上 半 连 续 性 , 
定理 1.3.4 设 y 为 代数 -x 上 的 oc- 有 限 测 度 , 则 x 不 能 包 
含 一 个 不 可 数 、 不 相 联 , 且 具 有 正 4- 测度 的 集 族 . 
证 设 @ 为 具有 如 下 性 质 的 参数 集 : 
BoE (VOEQ), 1(B)> OY EO), 
Ba NN Bw 一 BO E 0, 0, 0,). 
风 此 定理 等 价 于 证 明 ,9 至 多 为 一 个 可 数 集 , 
设 AEY，, 和 且 y(4)<oo. 若 (0, 1&kn)C9O, 且 不 相同 ,并 


x(A) = 


满足 xCANB) 之 e>0, 则 ne< 和 2 pANBi)S<x(D. 因 此 ,对 Y 
>0, 集 {0E 8: y(ANBo) 之 e} 只 能 含有 限 个 元 素 . 按 4 的 o- 有 限 
13。 


性 ,存在 必 E-” ,使 得 0= 避 4, 且 AAA4D)<co (Y iD. 令 Bi 
(0€Q. uA Bo)>0} 则 O. 至 多 可 数 . 若 0&O, 则 xCAif) Bo) 
=0. 于 是 , 当 0& UG 时 ， 

HB) < Du NB)=0.=0E0—>0= U0. 

上 

即 9 至 多 可 数 . 

定理 1.3.5 设 多 为 人 上 的 x 类 .pp 为 ol 多) 上 的 测度 ， 
且 在 全 上 co 有 限 .人 具有 多- 集 得 盖 . 若 

Am) 一 和 CD (V AE F), 

则 mA) = (4) (VY A E oD)). 
令 


> 


{A: AE€Eo(DB),Hu(BNA= mB nl A)). 
则 当 Be S68 为 和 类 

事实 上 , 按 假设 ,QE 过 ,假定 BEse 出 

BN A)=p(B\ANB)= nu(B) — (hf B) 
一 pz(B) — plA NB) = lB A). 

一 水 E 多 2 按 测度 的 连续 性 ,2 为 单调 类 , 综 上 分 析 , 便 可 得 结 
论 :2 为 兴 类 

显然 ,对 Y BE 宁 ,m(B)<co, 有 宅 CSes. 按 定理 1.1.1， 
0(22) CL, 现在 ， 利用 这 一 事实 来 证 明 , 对 Y AEol( 多 ), 有 A 
(A) 二 pu(A), 事实 上 , 按 pj4,p 在 多 上 o- 有 限 及 人 0 具有 多- 集 针 


次 儿 - 集 列 (Bi， & 之 1) ,他 0 一 口 Bu, 且 pe(Bi) 一 ME)<co 
(V kD, 令 B=B, B=BNUBi(n>2). 则 Q=DB, 有 (Bl, 


之 1) 不 相 联 ,4 (BD) 之 %2 Gi=1,2. h 宇 1). 显然 ,14(B') = 
(Bi). 假 定之 2, 按 ol 多 )C528 ,有 
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用 一 上 
一 (DB,) 一 全 UP: NN B,) 
n—!l | 
=1(B,) 一 DB NN B,) 
大 一 1 


n—1] 
=p0(B,) 一 PplBi MN B) = lB'). 


k=1 
同 理 可 证 :nCB 站 A)=p6 BNMNA) (VY AEc(F)). 


oo 


> p(t)=p( UBNA) = 2 mBNA) 


k=1 
BA 一 CD OY 4Ec(22)) 

注 2 上 述 定理 中 “0 具有 宛 - 集 覆 盖 " 之 条 件 不 能 少 . 例如 ， 
设 B=(B},o(B)= (CG,0), pF), p(B)=0= 
ja(@). 则 上 述 定理 对 这 种 情形 就 不 成 立 . 原因 在 于 2 不 具有 学- 
集 妓 盖 . 

定义 1.3.2 设 4' 为 的 子 集 之 全 体 上 的 集 函 数 , 且 具 有 下 
列 性 质 ， 

G) x (A)ELO,%] (VY ACOQ); 

Gi) Ap (B=0; | 

(ii) 上 具有 单调 性 , 即 py* (4) 委 Ap (B) (ACBCQ0); 

Giv) py* 具 有 可 数 半 可 加 性 , 即 4 (U4) 过 4 C4,). 
则 称 x* 为 2 上 的 一 个 外 测度 ， 

定理 1.3.6 设 ux 为 Rf 上 的 一 个 子 集 类 .名 E96 为 
上 的 集 函 数 ,p(B)=0, pC4A)E[0,co] (VY 4E-ez). 令 

人 yo(4): (4a 之 1 为 刁 的 -or- 集 福 盖 )， 
A"” (E) 一 4 


co， 若 不 存在 请 的 -wv- 集 禄 盖 . 
则 为 8. 上 的 一 个 外 测度 ( 常 称 此 测度 由 p 产 生 )， 
证 易 证 定义 1. 3. 2 中 的 前 三 条 . 下 证 y* 满 足 条 件 (iv) 
假如 E= UA, 不 存在 - 光 - 集 覆盖 , 则 至 少 有 一 个 ,比如 A ， 
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不 存在 -s- 集 覆盖 . 这 时 yx* (4。) =co. 从 而 ， 
Ap (E) 委 co 一 Ad < 2 (4,) 一 (iv) 成 立 . 


现 假定 五 具有 -ex- 集 覆盖 , 则 每 个 4, 都 具有 -s- 集 孜 盖 
是 ,对 Y ee 之 0 及 nn 宇 1,3 (dmx,k 宇 1)CY ,使 得 | 


A CU A Pod) Sp A) 十 去 


4.) 二 5 2h) < < 2p (4) 十 s 
一 (iv) 成 立 . 
定义 1.3.3 设 慷 为 2 二 的 非 负 集 函 数 , 若 
AME NE = (EE) VECO). 
(1. 3-1) 
则 称 4 为 *- 可 测 集 .符号 .A (py ) 雪 示 p" -可 测 集 全体 . 
注 3 车 ye 为 QQ 上 的 一 个 外 测度 , 则 条 件 (1.3-1) 等 价 于 
“ANE+A A NE SE) (VY ECO). 
(1. 3-2) 
定理 1.3.7 若 j' 为 0 上 的 一 个 外 测度 , 则 -Ap ) 为 o- 代 
数 ,而 pe' 到 A Cpy*) 上 的 限制 为 -AACp"' ) 上 的 测度 . 
证 首先 证 明 ;-A Cp) 为 代数 ， 
显然 ,名 ,QE AA Cp'). 按 对 称 性 ,4 EA (jy'*) 当 AEA 
(0 时 . 设 4, BE DECD, 按 (1.3-1) 式 ,有 
Ap (ED 一 后 站 十 ACE 站 五 )， 
pr (BE) = py° (ABE) + p* (ABE). 
Hp CBE) 一 Ap (ABE) + pe CAB:E). 
ABE UABE U ABPE = (AB)E. 
> py (FE) 4 CABE) + 1° (CABYE) 
二 > AB € .ztCpy") ( 按 (1. 3-2) 式 ). 
潍 次 证 昌 ;p' 在 .x7Y (x*) 上 具有 可 加 性 . 事实 上 ,对 A,BE 
.27 (pu), AAB==@ ,有 
。16。 


pCAUB) = CACA UB) + 4 CA UB)) 
一 AD 二 (BY. 

最 后 证 明 :-A Cu ) 为 天 代数 ,县 六 为 -6 ) 上 的 测度 . 事 
实 上 , 设 (4w zaPDC:ACe 不 相 联 , 4 二 Uh. 按 py 的 可 加 性 ， 
对 Y ml 有 
DA) = (US) Ep) 


NA 
=> YA) Sp (A). 

由 y' 具 有 可 数 半 可 加 性 知 ， 

pr (A) = Dp Cd) 
因此 ,*p* 为 AC" ) 上 的 测度 "等 价 于 AE-A Cp "到 Ap") 
为 0- 代 数 )， 令 B= U A,;, 则 BE-A ). 

> 人 (EB,,) =" (B, EB,) 十 AL (CB: EB,) 
一 Hp” (BE) 十 2” (EA,). (Vy E C 0). 

由 此 递 推 关系 得 ， 

Hp (EB,) 一 Dp (EM) 1, ECO). 


. 1 
一 Ap (E) =4° (BE) + pp" (BSE) 


(EAD TA AE (VY ECN, ml) 


kml 


>p° (EF) Dp EAD) + pr CAE) 
类 


Su (EA) 十 A (AE). 
故 按 (1. 3-2) 式 ,AEAY C4" ). 
推论 1.3.1 设 -v 为 0 上 的 半 环 ,wp 为 -x 上 的 测度 , 则 由 。 
产生 的 外 测度 六 为 cCAa7) 上 的 测度 , 且 
ACA) 一 pC4J (YY AE .om)， 
证 假如 YC- ), 则 按 定理 1.3.7,cC2)CA (pp')., 
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从 而 ,x' 为 ot-x) 上 的 测度 . 按 定 理 1.3.6 及 为 -上 的 测度 ， 
立即 可 得 jy* (4)==pC4) (VY 4E-) 剩 下 的 问题 就 是 证 明 : -x 
CA (pp' ), 

设 4E-s ,ECOQ, 若 上 不 存在 -Y- 集 办 盖 , 则 

人 (五 ) 一 o> AE)T HAE)E m= pp (FE). 
否则 ,对 Y e>0,3 五 的 -97- 集 先 盖 (4, n 之 1), 广 ECUA4, 且 


Spa,) p(B)+e. 


令 B=AAh, 则 BE ,有 AA =ANB,= UCu(Cu€Em). 


pe ABE) + pe AE) SD PAAD) 十 > PC) 
n n k=1 


Da, 


一 2 (p(B,) + pCCn)) 
a k=1 


= 70(4,) Su (EE) +e. 
>AEAp') ( 按 (1-3-2) 式 )， 即 -CACp'), 
推论 1.3.2 设 . 史 为 如 上 的 半 环 .0 具有 -的 - 集 覆盖 .po 为 
-ex 上 的 o- 有限 测 度 , 则 o 具有 到 oC-29) 上 的 唯一 oc- 有 限 测度 延 
拓 , 基 存在 o(-sxY) 上 的 唯一 oc- 有 限 测度 p* ,使 得 
0° (A) = P(A) (V A E€ 7). 
证 按 推论 1. 3, 1,2 存在. 按 定理 1. 3. 5,0 7 唯一， 
定理 1.3.8 设 -x 为 上 的 半 环 .Q 具有 -or- 集 覆盖 . A 为 
了 FH=al-9Y) 上 的 测度 , 且 在 -x 上 co- 有 限 , 则 
(1) 对 Y BE 多 ,e>0, 存 在 不 相 联 的 -Y- 集 列 (4A;，& 之 1) ,使 
得 
BCUA, AUWANB) 一 < 
(2) 对 Y BE ,e>0,k《B) 过 oo, 存在 有 限 个 不 相 联 的 -xY- 
集 列 (4.，1<h<<n), 六 x( BA( 山 44) ) <e CA" 表示 对 称 差 ). 
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证 假如 4* 是 由 p 在 -x 上 的 值 定义 的 外 测度 , 则 按 推论 
1.3.2, 有 /和 王 A 于 c(Cx) 上 ,假定 BE 多 , 且 AGB)7<co, 则 
p(B) 二 CB)<<oo, 从 而 ,3 -7- 集 列 (h, 之) ,使 得 

有 CU4， A VA)E 2 A) SuB) 十 e 
A( WA\B)<e. 
令 4 一 41， 


n—l 
A' 一 4NU4= .44 (7 之 2). 


则 (入, n> 不 相 联 , 且 由 .x 为 半 环 可 知心 二 UCu( 利 用 归纳 
法 即 可 得 这 一 表示 ), 重 排 之 后 ,得 
UA 一 UA 一 昌 C， 
其 中 CE-er (RZ1), ty DT 
令 4A= UC, 则 由 测 度 的 连续 性 ,3 n 守 1, 让 4 je, 委 e. 故 
MBA( 昌 CO)=MRBNDUCcO 十 AUCNB) 
< A\UC,) + (A\B) < 2¢. 
上 述 分 析 表 明 ; 当 吾 E 灾 ,ApCB)<co 时 ,定理 真 . 


现 设 BE 多, 是 p(B) 二 co. 按 定理 的 条 件 ,3 .x7- 集 列 (C,， zm 
之 1)， 方 1 一 日 C。, 且 AKC < oo (VY /2 之 1 )， 因此 ,对 每 个 BN 


结论 (1) 成 立 , 即 3 .or- 集 列 C(4wy & 之 1) ,使 得 


B 站 Cnw C A 9 x( UA\B 站 C,,) < 三 ， 
2 


>AUA\B) SAU YMANBNC)) SS 


€ 
A 2” 
全 结论 (1) 成 立 
推论 1.3.3 设 -ez 为 2 上 的 代数 .多 一 c(C-o) .zw 为 安 上 的 
. 19 全 


一 €, 


有 限 测度 . 则 对 Y BE 多 ,e 汪 0,3 AGE 地， 
让 (AAB) <e 

证 事实 上 ,代数 必 为 半 环 , 且 QE-x ,又 为 有 限 测 度 必 o- 
有 限 . 故 按 定理 1. 3. 7(2) 邑 得 所 要 的 结论 ， 


定义 1.3.4(Caratheodory 双人 设 py 为 Ri 上 的 一 个 外 . 


测度 , 记 
dist(4,B) 一 inf(lz 一 yl:zE4yE 了 ). 
如 果 dist(4,B)>0, 必 有 
(AU B)= p04) + p(B). 
则 说 py" 满足 Caratheodory 条 件 , 简 称 人 "满足 条 件 (C)， 
定理 1.3.9 若 4' 为 Ri 上 的 一 个 外 测度 , 且 满 足 条 件 (C)， 
则 
ol{A; A= (a,0], ab ER:)) CA (pu). 
证 令 玉 ={(a,8j: a,5ER:)， 5 为 R* 中 闭 子 集 全 体 . 则 
0(L) LB. 按 定理 1. 3.7, 仅 需 证 明 :Se4C-A(CA )， 设 
AEY, ECR.i 记 B'= AE,B"= AE, 
C, = (zx € Br, dist(r;A) 守 寺 


按 条 件 (C) ,有 
1* (E)= p°(B' UB p(B UC = p(B)+t 4’ (0). 
车 px* (BSlimp" (C0), 则 AEAL C4 从 而 ,SC )， 
令 D, 二 Ci\C,, 则 当 XED,ri, 1z 一 yl < 时 ， 
dist(y, A) <ly 一 并 | 十 dist (zx,A) 


1 1 
< 十 5 十 n 二 1 





1 
n 


>y&C. 
=>dist(D,n, C,)=in{{|x— y|; ZED+H， YEC,) 


> 
[2 20 [2 


入 (Rr : 


这 里 假定 D,+，C, 非 空 . 由 此 即 知 ; 当 万, 非 空 时 ,(Dx，1<4 委 2) 
相互 之 间 有 正 距 离 . 按 条 件 (c), 有 


p° (C1) = p° (UDa) = Dp Da). 
= k=1 


£2 (C2n+1) 之 AH” (Cy,) 一 > Ar (D2), | (1. 3-3) 
大 一 1 


同 理 可 知 : 当 Dz; 非 空 时 , (Di, Ds,…， D2-1} 相 互 之 间 有 正 距 
离 (D 二 01), 且 


kK" (C2n) 之 1" (Con-1) = Dr (Da-1)., (1. 3-4) 
k=1 
按 yx* 的 半 可 加 性 ,有 
AL (B”) 一 凡 ” ( UC) 过 AH (Ca ) 


+ Dp Di 十 Dp Da ). (13-5) 
类 一 总 =# 十 1 


如 果 级 数 22 pe (Da) 或 py" (Do 发散 , 则 按 (1. 3-3) 式 或 
(1. 3-4) 式 ,立即 可 得 
A(B) = limy* (C,). 
如 果 两 个 级 数 都 收敛 , 则 按 (1. 3-5) 式 ,有 
4x’ (B") < limy* (CG,). 
在 测度 论 中 ,Euclide 空间 上 的 Lebesque 测度 是 最 典型 的 测 

. 度 例 . 考虑 太 维 Borel 可 测 空 间 (R*, 8:),， ={(4,0]: a,5E 

R"), 这 是 R* 上 的 半 环 , 且 0=R* 具 有 .4- 集 窗 盖 ,定义 .9 上 的 

集 函 数 入 ; 


， * 
ha 6D= TG ma) OY (a Er,fa<). 
i=!} 


显然 , 为 -ws 上 的 oc- 有 限 测度 . 按 唯 一 性 定理 1. 3.5 及 推论 

1. 3.2, 有 到 儿 ' 上 的 唯一 延 拓 , 仍 记 为 从, 称 太 为 (Re， 254 上 的 

Lebesque 测度 . 这 种 测度 的 一 个 最 基本 的 性 质 是 平移 不 变性 , 即 
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从 (4 一 人 ER EB ), 男 一 个 重 炎 特性 就 是 正则 性 ， 
例 二 为 37 上 的 涧 大 ,于 对 22 中 的 任意 在 界 元 4, 有 Ap(C4)< 
' 则 该 A 为 2 上 的 正则 测 席 显然 ,办 是 正则 的 . 正 风 测度 4 县 
有 下 列 重要 人 性 质 : 对 Y 4E .到 及 ee 之 0, 存 在 闭 集 C 和 开 集 G, 依 
CCACC,ApCGNC)<s; 若 Ad)<oo 则 
AM) 一 SuD{HAGK): 天 为 4 中 的 紧 子 集 }， 
注 3 一 个 外 测度 x' 要 能 成 为 cl- ) 上 的 测度 除去 如 jy 为 
7 土 的 测度 外 ,必须 有 -CA( 条件 (C) 正 是 保证 了 这 一 
点 . 然而 ,者 -w 只 是 一 个 -类 , 风 一 般 不 能 保证 -2 CA (py ), 例 
旭 , 设 =(0,]],A(0,0j 二 6, 二 和 (0,0j; 5EL[0,1]) ,py 是 由 入 
产生 的 外 测度 , 则 易 证 : 
p (A)=mx(r: rE A (Y 4E ON), 
A ) = (CG ,0)}. 
可 见 ,人 EA《p"), 在 这 种 情形 下 ,显然 ,4 为 -x 上 的 测度 , 且 
Mz 二 4K] 但 yj 不 为 a ) 上 的 测度 ,原因 在 于 -x 仅 为 x 类 ， 
而 不 是 半 环 . 


$ 1.4 可 测 空间 上 的 概率 测度 


上 节 讨 论 可 测 空间 上 的 一 般 测度 . 本 节 讨 论 的 问题 是 在 某 些 
和 空间 上 加倍 引信 人 六 各 为 本 s 间 (0, 久 7) 


(一 ) 可 测 空间 (R, 多 ) 上 的 概率 测度 


设 P 为 (R, 马 ) 上 的 概率 测度 ; 则 可 定义 民 上 的 一 实 值 函 数 : 
Flz) = P(( 一 coz) (YzER)， (1. 4-1) 
此 通 数 具有 下 列 性 质 : 
G1) 天 (一 co) 一 ， Jim ， F(xr), F(too) =limF(z)= 1, 
(ii F(x), zxER, 是 单调 不 F 条 的 . 
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《iii 五 在 连 左 引 . 划 FoD 一 PCxz 十 )limeto) 存 在 CrE R). 
定义 下 4.1 若 歧 纲 下 ; R 一 R 具有 上 述 三 条 性 质 , 则 称 玉 为 
R 上 的 分 布 函数 . 
现在 考 虚 一 个 反问 题 ,假如 下 为 R 上 的 一 个 分 布 孔 数 . 试问 
能 否 由 此 分 布 画 数 唯一 地 产生 ( 民 ， 多 ) 上 的 概率 测 诬 了 ,使 得 
(1. 4-1) 式 成 立 , 
定理 1.4.1 设 矿 为 R 上 的 分 布防 数 , 则 存在 (R, :多 ) 上 的 唯 
一 概率 测度 了 ,使 得 
Pllab) = 70 — Fla). (Va,b ER,a 人 OL). 
证 令 -=({(@O: 4,65ER, a 二 0}, 则 046 为 RR 上 的 半 
环 , 且 了 有 共有 -ev- 集 丽 盖 , 肋 一 ccezo). 定义 -or 上 的 集 函 数 Po 
如 下 : . 
PolCa ob) = FE) — F(a) (Ya ER,a 委 0). 
按 推论 1. 3-2, 知 Po 为 -ee 上 的 测度 , 则 本 定理 成 立 . 按 定理 
1.3. 3,P 为 -or 上 的 测度 等 价 于 :Po 在 -es 上 可 加 , 且 具 有 上 半 
设 4=(ay， oO]，B8=(a bz], 4mB= 世 4UBE-o 则 4 
UB= (cu cz]， 其 中 CI 一 Qt，Cz 一 02 a 或 一“ cz 一 0 和 一 aa 或 b 
一 2. 这 两 种 情形 均 有 
PCA UB) = P(A) + PoCB). 
到 PP 为 -se 上 的 可 加 集 函 数 ， 
剩 下 的 问题 就 是 证 明 ; P。 上 半 连 续 . 注意 ,er 中 的 任 一 元 素 
都 是 有 界 的 ,证明 的 关键 在 于 如 下 事实 : 
Po 0) 了 六 ~ PoC《a,6]) 〈 按 下 的 右 连 续 性 ). 
设 (4,， DE 且 4 1 多, 则 对 Y ce 之 0,3 B,= (c,,0,]€E 
os [BJEA,, ANBiE Ao, 有 PolANB,) oe 人 
A1C6) = (a 一 9, 入 十 9) (6>0), 
则 {4LCONLB,J], n 宇 1} 构成 紧 集 [41j 的 一 个 开 裕 盖 ,([，。] 表 示 闭 
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包 ). 根据 有 限 桥 盖 定 理 ， 
3m>>1 放 [L4]CU4CDONLBU 


=[4] =U[ANB > ABI- 2=> fiB.= 2. 
注意 ? 当 kno 时 » A A 9 4NBx 所 -ez 于 是 9 


no no 
PolA,) =Pol A \ OB) 一 Pol U Aw\ Bi) 
< Pu(4 NB < 2 PAANB) 
k=] k=1 


<> i << e。 
PA)YO 
推论 1.4.1 设 已 为 R 上 的 分 布 函数 , 则 存在 (R， 多 ) 上 的 唯 
一 楼 率 测度 P, 使 得 本 
P((— oo0,7]) = F(x) (Vx ER) 
“证 令 多 ={( 一 0o, zx]: TER}, 则 多 为 R 上 的 一 个 -类 . 
且 R 具有 多 - 集 覆 盖 , 多 =o( 多 ). 定义 
Pol(—o0, 7X)=F(r) (Vr ER). 
则 易 证 ;Po 为 多 上 的 有 限 测度 . 按 定理 1.4.1,3 多 上 的 概率 测 
度 P, 站 Pls=Po, 按 定理 1. 3.5, 此 测度 PP 是 唯一 的 . 
(二 ) .可 测 室 间 (R"，2") 上 的 概率 测度 
假如 尸 为 (R",， 鹏 ") 上 的 概率 测度 . 定义 函数 下， 
R"*— RF=F(x)=P((~ ,xr) (Vr ER'). 
. | | (1. 4-2) 
这 里 (一 o0,z] 一 炙 ( 一 oo,zx] (zsER), 则 具有 下 列 性 质 ; 
Gi) Fo ,00) = lim F(z Tas ,Ty) =1, 


lk 
本 24 全 


F(y) = 0 当 y 中 有 一 个 分 量 为 一 ce 时 . 
GD F(z) 一 limF(y), limF《y) 存 在 ， 


其 中 yx” "yy CA 


Gi) [LAF Cz)>0 (abER", a<b), 


其 中 算 子 卫 A 定义 如 下 ， 
LoCCz) =G(T 0 TO Th XT, ) 


一 G(x QH 


IIau 二 A 4A。…Aip (连续 作用 算 子 Aw)， 
(条 件 (ii 来自 于 当 P 已 知 时 ， 有 
TTAwFcn = P((a,6]) 之 0. 
定义 1.4.2 若 定义 在 R" 上 的 函数 眉 具 有 性 质 (D 一 (iiiD, 则 
称 F 为 R" 上 的 分 布 函 数 ,， 
与 一 维 情形 类 似 的 逆 问 题 是 : 由 分 布 函 数 下 能 否 唯一 决定 
多 " 上 的 一 个 概率 测度 了 ,使 得 (1.4-2) 式 成 立 , 1 
定理 1. 4.2 设 下 为 R 上 的 一 个 分 布 函数 , 则 3 (R", 多) 上 
的 唯一 概率 测度 了 , 广 
Pl((a,b)]) 一 Tawrcn (Va,b €E R', a 0). 
证 类 似 于 一 维 情形 ， 定义 
eg = {a0]: a,b ERR", a ob), 
则 -sz 为 半 环 , 且 R" 具有 -sz4- 集 政 盖 , 定义 -x 上 的 集 函 数 Pu 
Pu(4) = TI A Fz) (¥ A= (a,b] € -or)， 
车 PP 为 9s 上 的 测度 (有 限 的 !) , 则 按 推论 1.3.2,Po 到 BB" 上 的 
延 拓 己 存在 且 唯一 而 “P, 为 fs 上 的 测度 ”等 价 于 “P 在 -wv 上 
可 加 , 且 上 半 连 续 ”, 上 半 连 续 性 之 证 完全 类 似 于 一 维 情形 . 下 证 
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Po 是 可 加 的 . 
设 A= (al ,a ] ， B= (0 02 |]， 4UB= (ec ,C?]， ANMNB=, 则 
4 和 互 必 有 一 个 (一 1) 一 维 的 侧面 重合 . 不 妨 设 ， 


对 LL] 


Xlal, at]= XO, HB), cl=al, cf=0, di 一同. 


i=2 i=2 


则 
PAAU B)={ A (FO, xray sx) — Fat, za ,1,)) 
大 一 2 


由 
=Ao [I A F ri zzn) 
k=2 


nn 
+ Ana [TAs Fn ,za 7,) 
k=2 


=Po(A) + Pu(CB)， 
推论 1.4.2 设 下 为 R* 上 的 一 个 分 布 沙 数 , 则 3 (R*, 多 ") 上 
的 唯一 概率 测度 也 ,使 得 | 
己 (( 一 ceoz]) = F(X) (VY XER). 
证 令 2={( 一 co,z]: XER"), 则 "为 Tr- 类 , 且 R" 具 有 
2p"- 集 覆盖 . 定义 2" 上 的 集 函 数 互 : 
Bol(~—o0,7]) 一 Fr (YzER)， 
则 易 证 :Po 为 2" 上 的 (有 限 ) 测 度 . 按 定理 1.4. 2, Po 到 和 2'= 
ol( 儿 ") 上 的 延 拓 了 存在 . 按 定理 1.3.5, 此 延 拓 是 唯一 的 ， 


(三 ) 可 测 空间 (R”, B”) 上 的 概率 测度 


设 P 为 (R”,， 多 ~“) 上 的 概率 测度 , 记 
IL°(B") = 人 ER Cn) E BP"} (BE HB’). 
此 符号 表达 R= 中 具有 基 B" 的 柱 集 . 定义 B" 上 的 集 函 数 ， 
P,(B,) 一 Pr(B)) (CVY BE 到 
则 PP, 为 (R*"， 多 ") 上 的 概率 测度 , 且 具 有 如 下 性 质 ， 
(ec) Pin(B'XR)=P,(B) (Vn21, PED'). 
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设 尺 = 民 (z) 一 Per(( 一 cozj)) (Yn 宇 1, xER'), 则 
(cc) Farisyra To0)=F, rir TX,) (Vn>1, 
(x1 x) ER'"). 
定义 1.4.3 如 果 概 率 测 度 族 P=(P,, n 宇 1 和 分 布 函 数 族 
下 二 《1,7 之 1) 分 别 满足 条 件 (ec》 和 (ce)”, 则 说 它们 是 相 容 的 . 
定理 1.4.3 设 概率 测度 族 P=(《P,, n 之 1 是 相 容 的 , 则 
3 (R”, 多 ”) 上 的 唯一 概率 测度 了 ,使 得 
POI*(B))= DPB) (Vn 宇 1, BE %’). 
证 令 -一 (4: A 二 (BP"), BP'E Br',n 之 1), 则 易 证 
-ez 为 Re 上 的 代数 . 定义 x9“ 上 的 集 函 数 Po: 
Pu(4) = PCzr(B) = PP’) 
(VanD1, 4 一 -rr(B) € 7™). 
按 此 式 定义 的 Po 在 -or ”上 无 二 意 性 , 即 对 V 4E-er” ,Po(4) 之 值 
与 4 的 表示 和 无关, 事实 上 ,假如 22(B")=4=22C"T)( 某 上 k 守 
0), 则 C==B"XR*, 于 是 , 按 P 的 相 容 性 ,有 
PolI™(B')) =Po(9™°(B" XRD) = PrilB" X R') 
=P, (Ct) 一 Po I (Ct)). 
由 此 可 见 ,Po 在 -x 上 的 定义 无 二 意 性 . 1 
假若 Po 为 2x“ 上 的 有 限 测度 , 则 按 推论 1. 3.2,Po 从 .ez 到 
多 “=aol-xy™) 上 的 延 拓 PP 存在 , 且 唯 一 , 即 定理 真 , 按 定理 1. 3. 3， 
Pu 为 -or=“ 上 的 测度 等 价 于 :Pu 在 -wv 上 可 加 , 且 上 半 连 续 . 首先 
证 明 :P。 可 加 , 设 44aE-e 且 4 人 4 一 乡 , 则 4 一 (BT1)， 
和 二 7%(B%)， 不 妨 设 4 二 m4, 由 4h44s= 二 名 知 :Bi 展 一 他, 于 是 ， 
PolAi U As) =Po (I (BY) U FB)) 一 PoCZCB U Bs)) 
一 P,(B1 U Bi) = P,(BY) + PCB2) 
_ =P0(Al) 十 PolAs), 
剩 下 的 问题 是 证 明 ;P。 上 半 连 续 , 即 
(4 nn 宕 1) Co™, A,Y GPA,) Yo0. 
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采用 反 证 法 ,假如 ,limPo(4.) 一 9>0. 则 对 Y wn 宇 1, 存 在 PD'E 2"， 
请 LDJCB", 且 
P,CB\D') < 6 2-otD (1.4-3) 
令 DD" 一 Ar(D) , 则 由 (1.4-3) 式 知 ， 
Po(AND") = Pu(wm(BANDD) = PCBANDD 二 .2-o+D， 

(1. 4-4) 

令 ,= 从 闪 i', 刚 
[CJ =ALDY], [DI=(DD, Ce -en， 
[CCA,, [CJYG, Ciyg. 
按 (1.4-4) 式 ,有 
6 < Pu(4,) =PoANC,) + PolC,) 


=PoC) +P( UGANDD) 
PE) + Pl UAND®)) 
<PAC) + DPAND) 
<Pa, yi 

PE) > Pose IFG Yl) 


> 人 EC 本 天 他 这 导致 矛盾 ， 故 $= 0， 
“ 注 1 上 述 定 更 对 一 般 无 穷 维 可 测 空 s 间 可 以 不 成 立 . 实际 上 ， 
这 个 定理 的 成 立 与 可 测 空 站 的 拓扑 性 质 有 关 在 R* 中 子 集 的 紧 性 
是 按 常规 收敛 意义 定义 的 . 这 是 定理 1. 4. 1 一 1.4. 3 成 立 的 共同 
点 . 为 了 说 明 这 个 性 质 的 重要 性 ,我 们 来 分 析 下 例 . 
设 Q= (0,1], 按 如 下 方式 引入 拓扑 . 定义 


as。 28，。 


1 
1， oe lo, |， 


0,wE [> 1| 
YG = {ACN,: A= {wv; hw) €E BI(YV BE HB)) 
多 ,一 5 UU ), F = UF,). 
则 (CQ, 多)，(Q, 多 ,), n 宇 1, 均 为 可 测 空间 ,在 (Q, 祈 ,) 上 定义 
概率 测度 


fw) = 


PCw: (Pu) ,Gy) ,GU)) EB") 
站， (1,1,%,1) E B", 
“lo， 其 它 . 
此 概率 测度 族 多 二 (P,, n 写 1) 具 有 下 列 特性 : 
(1) 号 是 相 容 的 , 即 Pi|> ,一己 . 
《ii) 不 存在 (2, 空 ) 上 的 概率 测度 已 ,使 得 
Plz =P, (Vn 宕 1). 
事实 上 , 若 3 已 于 (0, 多 ) 上 ,让 P|z,==P,(Y n 宇 1). 则 
Plw;: $lw) =1,1<in) 
=P,(w;: Jo) 一 1， 1 委 1 委 02) 一 1 (CY7 之 1)， 
之 Po: ho) 三 1， 1 委 i 魏 7) -1l. 


另 一 方面 , 令 4, 一 | 0, 寺 | 4 多, 则 按 测度 的 连续 性 ,有 PCA) } 
0. 然而 ,A= 站 A, 且 : 


(VY BP' € %"). 


P(A) =P( NA)= Po: hw) = 1 1<hED ol 


这 就 产生 出 矛盾 的 结 
现在 来 考察 一 下 间 题 出 在 哪里 . 显然 ， 
Fl1= (0A,A}, A= {1}), A, = (0,1). 
在 As 中 按 常规 定义 收敛 的 任意 紧 子 集 都 不 是 多 中 的 元 素 . 也 就 
是 说 ,对 Y 3>0, 在 4: 中 不 存在 非 空子 集 B, 让 [B]CA,, BE 
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2 PCANB) LS. 

推论 1 4.3 设 分 布 函 数 族 玉 =(F,, n 宇 1) 满足 相 容 性 条 件 
《ce)", 则 存在 唯一 概率 测度 P 于 CR” 多”) 上， 
方 。”PCAT (一 co])) 一 RD (Vn 宕 1, ER 

(1. 4-5) 

证 令 人 二 {2(( 一 00, Xj)); YER 这 1), 则 .7 为 江 - 
类 , 且 R" 具 有 2 - 集 针 盖 . 设 由 (1.4-5) 式 定义 , 若 记 ,为 ~ 上 
的 测度 , 则 按 定理 1. 3. 5, 此 推论 成 立 . 按 定 理 1. 4.3 之 证 ;定义 在 
-YY 上 的 PP 可 唯一 延 拓 成 多 ~ 上 的 测度 ,是 己 , 为 -o ”上 的 测度 . 
由 忆 一 Ps 知 : Do 为 多 "上 的 概率 测度 . 


(四 ) 可 测 空间 CR”, 多 ) 上 的 概率 测度 


设 了 为 一 有 序 指标 集 , R, 表示 相应 于 1€ET 的 实数 集合 .T= 
[CT 表示 具有 个 元 素 的 有 限 无 序 子 集 . 记 jr| 一 z 了 
== 义 R。. P; 为 (R"， 多") 上 的 概率 测度 

(CD 一 人 ER (rm) = 7 € B), (BE %'). 
假定 P 为 (R',， B77) 上 的 概率 测度 . 令 
PAB) = PAB)) (YB' € B'). 
则 到 = {Pi; rCT 为 有 限 无 序 子 集 } 为 概率 测度 族 . 
令 FC)=P((—00, xz]) (V x' ER'), 
则 ={F.: rC7 为 有 限 无 序 子 集 } 为 分 布 范 数 族 . 空 ,下 具有 下 

(cc Pa x EB)=P(B') ,其 中 t,oCT7 为 有 限 无 序 子 
集 , HrCo. 

(Cc)。 F(z )=F(7x) ,其 中 zo 同 (c)1; ER z==00 当 1 
Eo\r 时 . : ”i | 

- 定义 1.4.4 如 果 和 概率 测 嵌 族 多 ,分 布 函数 族 分 别 满足 
(Ce) 和 (c)2, 则 称 ,FF 是 相 容 的 . | 
。 30。 


以 下 讨论 逆 问 题 . 
定理 工 4 4GKolnogorov 定理 )。 设 概率 测度 之 是 相 容 的 ， 
则 3 唯一 概率 测度 卫 于 (R", .多 7?) 上 ,使 得 
PC = PCB (YY B' € Fr'), C1. 4-6) 
其 中 rCT 为 任意 有 限 无 序 子 集 . 
证 按 定 理 1.2.1,8 :到 具有 如 下 表示 ; 
B =AB), S=(G0 kD CECT, BC.H. 
定义 多 "上 的 集 函 数 
PCB ) 之 PCACB)) = Ps(B), 
S= (sx RICT,BES (1. 4-7) 
其 中 Ps 为 (R ,35) 上 的 概率 测度 , 按 定 理 1.4. 3,Ps 唯一 地 由 
(1. 4-6) 式 决定 ( 当 rCS 时 变动 SC 人 即 知 :由 (1.4-7) 式 定义 
的 了 满足 条 件 (1. 4-6) 式 , 独 下 的 问题 就 是 证 明 :PP 为 所 怠 求 的 慨 
率 测度 . 
首先 证 明 ;P 是 相 容 的 , 即 PGB ) 的 值 与 疡 的 下 示 无 关 . 下 实 
上 , 设 玉 (B35)=B =24(BS), 其 中 SCS'CT, 则 B= 人 ,5 
EBS), 按 相 窑 性 条 件 (c)1 ,有 
PCA BY) = Ps (BS) 一 Ps) = P(A HES)). 
现在 证 明 :P 其 有 可 数 可 加 性 , 设 CB 1 社 DD 必 ? 是 不 相 联 
的 . 则 按 定理 1.2.1,3 可 数 集 5CT, 及 态 E3B50n 之 1), 让 B ,= 
六 ) (Y 4 送 1). 显然 ,《B, 4 之 1 是 不 和 联 的 , 生 凡 8 ,= 
7 U 成 ) ,于 是 ， 


a 


P(UB,) =PUIA( UBS)) = PA( UB) = Nps) 


0 =PABD) = SPB. 
推论 1. 4. 4 设 分 布 函数 族 下 满足 相 容 性 条 件 (c):, 则 存在 
唯一 概率 测度 P 于 (R7, 多 "上 ,使 得 
， 31。 


PIAI((— 00, 27) = F(x) (VY x' € R'), (1.4-8) 
其 中 rC7 为 任意 有 限 无 序 子 集 . 
证 按 推论 1.4,.2, 由 已 :可 唯一 地 产生 CR"， 多 ') 上 的 概率 测 
度 P., 使 得 P.(( 一 co,z]) 一 已 (CzD. 不 难 由 五 的 相 容 性 推出 多 = 
《P,) 的 相 容 性 , 按 定理 1.4. 4, 由 多 可 唯一 地 产生 (Ri, 8 ) 上 的 
概率 测度 书 , 使 得 (1. 4.8) 式 成 立 . 
注 2 在 此 定理 中 , 实 线 RR, 可 由 任意 完备 可 分 尺度 空间 2 代 
替 , 相应 的 oc- 代数 多 , 可 由 开 集 类 2 产生 ,假如 PP. 是 (2, 多,) 上 
的 概率 测度 , 则 按 此 拓扑 ,概率 空间 (Q, . 久 ,,，P,) 具 有 如 下 性 质 ， 
若 4E 忆 , 且 PC4)>0, 则 对 Y 9>0,3 开 集 8C4, 说 闭 包 LB]JC 
4, 且 PC4ANLB]) 委 和 .注意 ,将 好 也 当 作 开 集 , 即 忆 EC 则 亿 为 
"类, 且 0.EO, 因此, 当 以 (QQ， FD) 代 符 (R", B27) 时 ,本 节 结 
论 之 证 的 各 个 环节 均 可 通过 , 
例 1.4.1 设 T=[0,co). 定 义 


gly|z) = ea -ze 可 ’ 70, ,yeR). 
Oly — Zz), t=0, 
其 中 6(Cz) 为 人 上 的 广义 函数 , 记 
B= XL, = (a b] ab ER, a bh) 
t= [tt CT, OX hi. 
则 按 定 理 1. 4. 2, 存在 唯一 概率 测度 P: 于 (R', 客 ) 上 ,人 方 
P.(B) =), |) mo 1028. C219) 


% Yn [9,1) dy dy. 
不 难 验 证 ,多 = CP,) 满 足 相 容 性 条 件 (c)1. 按 定理 1.4.4, 多 唯一 
地 产生 (CR, 名") 上 的 一 个 概率 测度 了, 让 PP 具有 族 多 .通常 称 此 
测度 PP 为 Wiener 测度 . 
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S$ 1 5 Kolmogorov 过 程 构造 定理 


首先 介绍 随机 元 概念 , 它 概 括 任意 类 型 的 随机 对 象 . 

定义 1.5.1 设 (Q2, 多),，(E,6) 为 可 测 空 E 间 ,是 0->E 的 
映射 . 若 

-1(B)A{w: (wo) EBIEF (VBEG)， 

则 称 t 是 多 \8- 可 测 的 , 这 类 可 测 映射 统称 为 随机 元 . 有 时 也 称 为 
玉 值 r.v. Crv,. 二 Random variable )， 

在 随机 元 中 有 若干 种 很 重要 的 特别 对 象 ; 

(1) (E,Z) 二 (R, 多 ) ( 称 & 为 1.v.); 

(2) (8E,8)=(R", 2') ( 称 & 为 随机 矢量 或 随机 点 ); 

(3) (E,E) 一 (R”, B~) ( 称 为 随机 序列 )， 

(4) (FE,Z)==(R7, B71) ( 称 & 为 随机 过 程 ). 

映射 *，(R, 多 ) 一 (R, 多 ) 一 般 称 为 Borel 函数 , 而 1 元 实 值 
Borel 函数 就 是 指 可 测 映射 6， 

(R’, HB") 一 (R, %). | 

引 理 1.5.1 设 .x 为 R 上 的 某 子 集 类 , 且 多 ol ).$ 是 

O->R 的 映射 , 则 5 为 r.v. 的 充 要 条 件 是 : 
-iAIEDF (VAE .YY. 
”证 必要 性 显然 . 下 证 充分 性 , 令 令 
B= {BB) EF,B € B1. 

则 C8BC 罗 ,因此 , 若 多 为 6- 代数 , 则 必 有 SC 这 表明 ， é 为 
r. Vv， 下 面 验证 多 为 oc- 代数 ;.， 

设 BE 多 , 则 后 :CBE2， 注意 ,人 1(R)= NEF. 因此 ， 

E71(B) = £1R)E-(B) = (£71(B)): € 2. 

从 而 , 记 ES, 设 BE (之 1), 则 显然 有 
EUB)=UE(B) € FUB, ES 
故 呈 为 浅 代数， 


推论 1.5.1 设 $ 为 QR 的 映射 . 为 rv, 的 充 要 条 件 是 ， 
{w; (Ww) XI ES 或 fw; E(w) IEF (YrER). 
证 令 -om 一 (B3: B=( 一 00,7], XER), 
.ufo={B: B=(—o00,7), xER), 

则 ol)= 多 (二 1,2). 于 是 ,此 推论 为 引 理 1.5.1 的 特例 . 

引 理 1.5.2 设 p 为 R->R 的 Borel 洱 数 .& 为 (Q,) 上 的 
r,v, 则 复合 映射 7==9。&, 即 7Cw) 二 YE(w)) ,同样 是 r,v， 

证 由 (C0720B)) 二 771(B) 立 即 可 得 此 结论 ， 

假定 为 (2, 多 ) 一 (E,e) 的 随机 元 . 定义 

ZF = {A A=E1(B), BES), 

则 不 难 验证 : 安 * 为 o- 代 数 , 每 个 随机 元 都 可 生成 一 个 相应 的 o- 
代数 多“. 以后,“ NE- 可 测 " 简 写 为 “多 -可 测 j” 下 列 定理 统称 为 
可 测 通 数 的 表现 定理 . 

定理 1.5.1 设 $ 为 nn- 维 随机 矢量 . ) 为 = v, 则 7 是 多 - 可 
测 的 充 要 条 件 是 :3 mx 元 Borel 函数 p, 使 得 

7=9p°&. 
证 充分 性 显然 . 下 证 必要 性 ,为 此 ,定义 
G$: 一 {7,7 是 多 和 -可 测 的 } ， 
SG; 二 {7; 7 二 少 。$, 其 中 风 为 mm 元 Borel 函数 }.* 

显然 ,Ge Ce 于 是 ,必要 性 等 价 于 ;BC . 

设 AE ,7Cw)=14(w)= 0 了 则 7E .事实 上 ， 
按 多 之 定义 ， 3 BEDB", 让 A 二 E11(B). 令 Kz) 一 1s(Cz) (rE 
R ), 则 9 为 m1 元 Borel 函数 ， 且 7= la=9° é, >IE BE ， 


车 = Pc, ,y= DE ,其 中 和 而 技 前 _ 且 


之 推理 ， 易 证 : :7=y° EED. . 
现 设 7 为 任意 多 -可 测 的 r. vx. , 即 7E Gr. 令 


A 一 {a 二 <? 一 二 ,4 = {w: Nn， 
.。34。 


4_， 一 {w: 7 二 一 n} » 
no A—1 
MD) = 2 a) + nl 0) 一 4, 0), 


则 由 7 为 rv 知 :mg (wy 一) (VY wEN), 且 EB ,于 是 ,对 
VY n 宇 1,3 m 元 Borel 函数 2 也 一 六 和, 且 

limg "6(w) = 7(w)， 
令 了 =(zER"， lim9(z) 存 在 }), 则 


二 一 1 4 一 1 ln 


从 而 ,FF ,BE 儿 ", 令 
limg(x), XxX €B, 
Hx) 一 全 


B=R"\B -0 Ad (ER: [gu 一 gr 天 | 


. 0， 让 区 B. 
9 为 m 元 Borel 郧 数 , 且 
7(o) = limg,(§(w)) = E(w)) = 9 ° $F(w) 
>7€ Ge 


推论 1.5.2. 设 多 =(D,, n 宇 1) 为 0 的 一 个 可 数 分 解 , 且 多 
= 一 5( 乡 ), 若 7 是 (CQ, 多 ) 上 的 一 个 上 v， 则 ?7 具有 表示 :7 一 


Dp. 
k=l 


证 设 6 它 1 , 1b, 则 # 是 (0,F) 一 (R, 多 ) 可 测 的 , 即 & 
为 r.v. , 是 Ft 于 是 , 按 定理 1. 5.1,3 Borel 函数 gp, 让 ?一 9 
“有 ,而 9。 有 表现 形式 : 

p。6(o) = Hk) 当 wE D 时 ， 
令 zx 二 9X8) 便 得 7 的 表示 ， 

定理 1.5.2 设 是 2, 多 ) 一 ( ,于 ) 的 随机 元 ,其 中 了 为 
有 序 参数 集 ,7 为 (0Q,F) 上 的 r.v. 则 w 是 了 和 可 测 的 充 要 条 件 
是 : 
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存在 可 测 映 射 /，GR” ,有 静 ”) 一 了 ,家 ) 及 可 数 集 ( 心 , k 尖 1)， 
方 nw0) = /6 oo FY ED, (5-1) 

证 充分 性 显然 ,下 证 必要 性 . 

首先 设 7=14, AE 14. 这 时 , 3 BE 号 ,使 得 4 一 后 (3). 按 
证 人 六 BE 使 和 

一 人 ER (tm, ) EB'), 
令 o== ,1), z= (x zo ), 则 
Ko) = 1e(8(w)) = 18" (名 (w))， 

显然 ,/(z)=12Cz) (rER”) 是 可 测 的 . 故 (1. 5-1) 式 成 立 . 由 此 
不 难 证 明 , 对 7 为 简单 映射 的 情形 ,(1. 5-1) 式 成 立 . 

现 设 7 非 负 令 44={w: n<) ,Au 一 (0: -<7< 记 )， 


UR 一 St 一 2 14， 十 nl14. 


k=1 


则 4m, 4, EF 是 .可 测 的 , 且 加 具有 表现 (1,5-1) 式 及 
7(w) =lim”, (w)《Y wEQ). 按 前 面 的 证 明 :3 ow 二 G4, DC 
TG 二 人 i 之 1)CT 及 可 测 映射 和 CR” ,2B”) 一 (R, 多 )， 


no 
让 nw) = Dp)) + Ew)). 
大 一 上 


oo nn2” 
令 o 呈 UU (an U ok) » 并 定义 投影 算 子 Niky Tas aba pg (zx’) 9 Zr" 
2 


= (XT )， 刘 了 Cw) 一 广 。 。 如 (om 这 里 大 一 2 。 7 3 十 和 “NA, 


令 


B= tzE R™: limf,(z) 存在 })，， 
列 易 证 :BE 才 ~, 定 义 映射 /: 
limf,(x), x EB, 
fr) 一 二 ， (Vx € R™”). 
Q, 2 各 B. 


326， 


则 了 是 多”- 可 测 的 , 且 
17(o) = lim 记 .er(o) =f °F) (VwE DN). 

这 表明 ; 当 7 非 负 时 ,(1. 5-1) 式 成 立 . 

最 后 考 虚 一 般 的 r. v.73, 这 时 可 有 分 解 : 

7 一 六 一 人 ， T=7V0,， 7=—7AD0, 

则 闪 为 非 负 cv. 且 多 千 可 测 , 按 上 面 之 证 ， 

存在 可 数 集 os02 CT 及 ee fi ,fz » 

使 得 7+ = 。 生 ， 六 二 fo 。 
令 了 一 orUoz, 则 Oo 为 T ip 定义 投 ) 影 算 子 Ts A2: 
TT)=rx =1,2), 并 令 fr=fien, [=f ryNMyI=f 8 
即 (1. 5-1)? 式 成 立 ， 

下 面 介绍 Kolmogoroy 过 程 构造 定理 , 它 在 过 程 论 中 起 卷 特 
别 重要 的 指导 作用 . 

定义 1.5.2 设 (Q, 多 ,了 P) 为 某 概率 空间 ,==(6, 1 ET) 为 
(2, 多 ) 一 (R', 27) 的 随机 过 程 . 定义 

Pe(B) = PICB)) (YY BE %7), 
则 称 Pe 是 由 诱导 的 (Ri', 多 1) 上 的 概率 分 布 , 设 r 为 工 中 任意 
有 限 无 序 子 集 , 定义 
PCB) = Po: So EB) (YBE %'). 

则 称 Ps 一 CP., rCT) 为 4 的 有 限 维 概率 分 布 族 . 定义 函数 F(x) 
二 Plw; 和 (wW) 委 ZD (VY XERD), 则 称 Fe 二 (F,, rCT) 为 4 的 有 限 
维 分 布 函数 族 ， 

现在 提出 一 个 反问 题 ;假如 P= (CP. : rCT),F=(F;: rCT) 
分 别 为 已 知 的 概率 分 布 族 和 分 布 函数 族 . 试问 :能 否 找 到 一 个 概率 
空间 9, 多 ,P) ,及 定义 于 其 上 的 随机 过 程 #, 使 得 

Pt: 二 P 或 Fi 一 F. 

定理 1. 5.3(K- 过 程 构造 定理 )， 设 下 =(F.,rCT) 满 足 8 4 

中 的 相 容 性 条 件 Cc)"”, 则 存在 一 个 概率 空间 (0, 久 ,P) 及 定义 于 其 
. 37 . 





上 的 随 讯 过程 上 (ET ， 依 及 一 民 , 其 中 居 一 (3 rC7) 是 
由 和 诱导 出 的 分 布 孜 数 族 , 即 E(x)=F(r) (rER', rzCT). 
(注意 :rz 表示 人 中 的 有 限 无 序 子 焦 )， 

证 选取 (0, 多 )==(R' ,天门 . 按 推论 1. 本 4 存在 唯一 概率 
测度 己 于 CR， 静 门 上 ,使 得 

PIC 一 se) = FX) (Vx € R'), 
这 就 作出 了 所 要 的 概率 空间 (CQ, ,现在 定义 过 程 4 (LEG 
7) ,其 中 各 (w)==w@(Y LET, wE0). 这 里 ww 表示 ww 相应 于 1 的 华 
标 分 十, 则 
Cx) =P(w, Ew) Sr) 国生 co,.7" |)) 
一 TCD (YX ER 
故 即 为 所 求 的 随机 过 程 ， 

注 1: 车 将 下 改 成 PCc) 让 成 (c)', 则 上 述 定理 亦 成 立 ， 这 时 
依据 的 不 是 推论 1. 4. 4, 而 是 定理 1. 4. 4. 

注 2 上 上 汪 定 各 信和 和 显然 ,问题 的 解答 
不 唯一 . 若 过 程 族 (2, 也 *，P*, 名 ) ,RE 天 (指标 集 ) ,都 上 共有 同一 
有 限 维 分 布 族 玉 或 也, 则 各 此 寺中 的 元 素 是 等 价 的 ,其 中 任何 一 
个 都 可 以 作为 它们 的 代表 . 以 后 ,涉及 唯一 性 时 即 按 此 等 价 意义 理 
解 . . 

注 3 上 述 定理 成 立 依据 于 推论 1. 4. 4( 定 理 1.4. 4), 这 实际 
上 用 到 了 尺 上 的 自然 拓扑 结构 , 假如 不 考虑 这 一 特性 ,上 述 定理 
可 以 不 成 立 . 因此 ,与 拓扑 结构 无 关 的 情形 只 可 能 出 现在 概率 测度 
族 忆 县 有 某 种 特别 的 结构 . 著名 的 Tonescu Tulcea 定理 就 是 从 这 
一 角度 出 发 所 得 到 的 一 个 重要 的 结果 . 

定理 1.5.4(.T. -定理 )， 设 CD， 多 ,2 之 1， 为 可 测 空间 


列 . (0, 多) 二 义 (0,, 了 F,). Pi 为 (Q1, 多) 上 的 概率 测度 ， 
Po we， 了 B) 洲 足 :下 列 要 求 : 
GD) 对 Y Co oo EXO, Pl tr, wr ) 为 
。 38， 


多 ,上 的 概率 测度 
(iD 对 Y BEF nT; 3) 为 义 CQ DOD 上 的 rs 
定义 如 下 集 函 数 己 : 
P(XAi) =| Po)| Pans ds) 


“2 


-| Pl ,ws ,sy dw, ) ， (1. 5-2) 
< 


其 中 X AE XP 
则 3 唯一 概率 测度 己 于 (2,， 多 ) 上 ,使 得 
P(A (Xb) = 7, bn (人 闪光 


= 
且 3 一 个 概率 空间 (@, .这 , 也) 及 定义 于 其 上 的 Q2- 值 r.v.7, 使 得 
Blow: 7(w) E.G Xa) ) = P,l Xi) 


(Yn 宇 1， XAh EXFN. 


FA) = EQ: (oo EA (AE XTFY. 
= {4 A= XA ME FT. 


-om 一 {BB =UB,, BE .s,m 1). 
则 44， 97 分别 为 X04 上 的 半 代 数 和 代数 , 且 
XP A) = oC). 
定义 Xs 上 的 集 函 数 P，， 
Pr (4) = at) Pdo) Pl da) 
. 


“Pw 02 9 9 1} dw,) > 
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其 中 AE 义 7%. 则 P; 为 Fs 上 的 概率 测度 , 且 
PP: | = PP,. 

满足 (1.5-2) 式 . 当 % 二 2 时 , 按 条 件 () 和 (ii)， | Ya (ww ) PCs 
du) 是 可 测 的 . 从 而 ,二 重 积分 | Pdo)| lcw， 
w)E(wii dow) 存在 . 按 Fubini 定理 ,P; 为 XF 上 的 概率 测度 ， 
且 满 足 (1. 5-2) 式 . 采用 归纳 法 , 便 可 证 明 ; 对 Y x 之 1, P;? 为 X, 
上 满足 (1. 5-2) 式 的 概率 测度 . 记 P' = CP? , n 宇 1). 则 易 证 :P' 满 
足 $4 中 的 相 容 性 条 件 (c), 按 定理 1.3.5,P; 是 XF 上 满足 


Q. 5-2) 式 的 唯一 概率 测度 . 
4: 4 一 (4), AEXF4 01), 则 -3 为 代 





数 . 事实 上 , 设 41EY?G=1,2), 则 有 A 二 72”(4;) ,其 中 AE 
XFili=1 ,29, 不 妨 设 如 过 nz; 则 


A U A, = 7° (4A, U (A Xx 00)e -ogg ， 
.oY 封闭 于 补 运算 是 显然 的 . 故 -ez 为 代数 ， 
现在 定义 -YY 上 的 集 函 数 ， 
P(A)=P:(A) (Yan2>l,A4AE XP). (1. 5-3) 
由 了 "的 相 容 性 知 :(1. 5-3) 式 定义 的 P 在 4 上 的 值 与 4 的 表示 无 
关 . 由 P* 的 相 容 性 及 .sry 的 结构 不 难 推出 P 在 -x3 上 可 加 . 按 
定理 1.3.3,P 为 -xY 上 的 测度 等 价 于 
PCADY0; 其 中 Ay (CAE -ezg)、 (1.5-4) 


车 了 为 -x 上 的 测度 , 则 按 推论 1. 3. 2, 由 (1. 5-3) 式 定义 的 了 便 
。40 。 


可 唯一 地 延 拓 成 (20，. 实 ) 上 的 测度 , 仍 记 为 P. 这 时 ,选取 (人 ,多 ， 
P)=(0, F, P), Nh) = (YY n>1, wvED), 则 CD, SS, P, 7) 
为 满足 定理 中 要 求 的 2- 值 r.v, 列 ， 

剩 下 的 问题 就 是 证 明 (1. 5-4) 式 成 立 . 不 妨 设 4,=- 和 (4,)， 


剑 EX9, 采用 反 证 法 ,假定 limP(24,)==6>0. 
令 Am) = | Ps do | la (op WP 
Wi dw,)， 
则 PCA) = Pi (A) = | FY) Pde). 
1 


由 A.nCA, 知 :AtCA,X0,+1, 因 此 ,有 

la C1, +) 委 14xoa Cai， oo 一 1， wo 
由 此 知 ; fs? (ow) 单调 不 增 , 令 7 (oo 一 im AD oo. 按 Lebesque 
控制 收敛 定理 ,有 


0<6=6, = limP(A,) =ilim| fw Pd) 
M00 mod 0 


| -| f° (Cw) Pi(da). 


从 而 ,3 EA 六 Fo)>0. 事 实 上 ,对 Y wy 外 A1, 因 AsCCA4 
XxX, 必 有 (ww 9 ww) & A,. 依 此 类 推 ,对 Y 7 之 1 ;有 (ws “ys wn) 区 
4 于 是 , 按 各 (ob 之 定义 ,有 加 (wm) 一 0 (VY nm 之 1), 从 而 ， 
1 (ou0=0 (VY 四 所 4) 故 所 要 求 的 四 E 4 是 存在 的 . 注意 , 当 zx 
之 2 时 ,有 
Of = SIV = | fo oP; doo 
2 

类 似 地 讨论 ,可 得 9 C6) 4 (os) ,并 存在 (四 ，w8) E A, 使 得 

6 一 了 0(w)>0， 继续 这 一 作法 , 便 可 得 一 点 二 (eh 碟 ，…) 
具有 下 列 狂 质 ，(w 8,0)E A OY APDione 用 7"CU= 


*， 寺 1] 。 


由 4. 然而 ,这 与 44, 一 多 矛盾 . 故 8 一 0 
推论 1.5.3 设 p(x,8) 具 有 下 列 性 质 ， 
(GD 对 VY zER,pz, BE) 是 多 上 的 概率 测度 ， 
(ii) 对 Y BE 多 ,plx,B) 是 RR 上 的 Borel 函数 ， 
此 外 ,让 为 (R, 宛 ) 上 的 概率 分 布 , 则 3 一 个 概率 空间 (0, 多， 
呈 ) 及 定义 于 其 上 的 r.v. 《==(&,, n 之 1), 使 得 
Plw; §(w) E -ZTC( 一 coco)) 


一 全 rdi)|” plan, do Pl du,), 


其 中 nn 宇 1,z 二 (X17 ) ER”， | 
I*(B)= (rE RY: (Tyr rT) EB (BEH). 
证 设 Pl=n,( 人 ,N=(R, %), (0, 9 )=(R”, %"), 
Pl way sy B) =plw,,B) (BE Fn 
= 和 Bw) ER’), 

则 工 -C. 定理 中 的 条 件 都 满足 . 故 结论 成 立 . 

注 4 “TI.-C. 定理 完全 不 考虑 空间 中 的 拓扑 性 质 , 只 用 到 积分 
论 中 的 某 些 结果 . Markov 链 和 Markov 过 程 既 可 依据 
Kolmogorov 定理 也 可 以 依据 I.-C. 定理 展开 ， 
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第 二 章 ”概率 测度 的 收敛 性 


收敛 性 是 现代 概率 论 中 最 基本 的 问题 . 人 们 从 不 同 的 目的 出 

发 可 以 引出 各 种 各 样 的 收敛 性 概念 . 然而 ,在 概率 测度 的 收敛 性 问 

题 中 ,最 常用 的 有 四 种 类 型 , 本 章 将 介绍 这 四 种 收 伍 类 型 的 披 念 及 
它们 的 主要 结 


832.1 积 分 


定义 2.1.1 设 (2, 多 , /为 测度 空间 .f 为 (0, 多 ) 一 (R， 
急 ) 的 可 测 函 数 , 这 里 及 一 [ 一 co, 十 ooJ. 假 定 了 非 负 , CA, 1 
<") 为 2 的 有 限 多 - 集 分 割 . 定义 了 关于 的 积分 为 


| man = sup{ > inkesl {fw)} (A)), 
这 里 sup” 表 示 对 0 的 所 有 有 限 .- 集 分 割 求 上 确 界 . 假定 了 是 一 
般 可 测 函数 . 令 六 二 fV0, 广 二 + 一 f. 则 六 为 非 负 可 测 函 数 . 
若 ]f+ dx 人 | 广 dp < oo , 则 定义 了 关于 的 积分 为 
|ran= [Fr ap— JF- ap 

定理 2.1.1 Gi) 若 /为 非 负 简 单 函 数 , 即 六 > 2 zl 4 其 中 

二 ER 上 且 非 负 , (4 ，I<aso) 为 2 的 有 限 安 - 集 分 割 ， 则 
an 一 DE 4CA,). 
Gi) 车 f,g 可 测 , 且 0<f<g, 则 |fdx< fad 
Gii) 车 所 所 可 测 , 且 0<f4f, 则 |fidp an 


(iv) 若 f,g 为 非 负 可 测 函 数 ,ay6 为 非 负 实数 , 则 
. 43. 


Jf + Boyar = oa]fdp + Blfar 
证 只 证 (iii). 其 它 可 直接 按 定义 证 明 . 结论 (ii) <=> 
lm| Pap | 7an 或 之 s 二 PvcA), (211) 
No 1 一 1 
其 中 (C41, 1 过) 为 2 的 有 限 . 祈 - 集 分 割 ， 
v=int{f(w).,wE A)}. 
设 e>0, 4 一 {(wE 4;: f (w) >v;—e}, 则 Ain 人 Ai(n 人 ce) 
(hm，1 坟 i 声 mm) 为 不 相 联 的 多 -和 集 族 .于 是 


| dp 22) vi — nA) - 
1 一 





oo > (vi — Ee) L(A) 

= — eX uA) 2.1-2) 
若 s, vi, px(A;)， 1<<m, 均 是 有 限 的 ， 划 让 0, 即 可 由 (2.1-2) 
式 得 (2, 1-1) 式 .车 s 有 限 , 则 wp(4D)，1<; 委 wm, 均 有 限 . 去 掉 其 中 
为 0 的 项 ,不 妨 就 设 前 wo 项 不 为 0. 这 时 ,441), 1<i 全 mo, 有限 ， 
将 (2.1-2) 式 中 的 mr 改 成 wo， 并 让 sy 0, 则 由 (2. 1-2) 式 即 可 得 
(2.1-1) 式 , 车 ;二 00, 则 存在 io, 使 得 vx(A4;)= co. 于 是 ,vi 和 
4(4;,) 中 至 少 有 一 个 为 co. 设 0<x<vi,0<y<p(4i), Ain== {0 
EA f(D)>z}. 由 和 4f 知 : hi 和 4 由 测度 的 连续 性 知 ;对 
足够 大 的 ,有 AnCA4, 之 y 于 是 ,对 足够 大 的 ,有 

| Franz ") 之 y. 

如 果 wm 一 co, 就 让 4 oo; 如 果 Ap( 4 一 so: 就 让 yco 总 之 有 


sup( [fp) = o> > wk) , 即 (2.1-1) 式 成 立 

注 1 上 述 定理 表达 积分 定义 2.1.1 的 全 理性. 也 就 是 说 : 积 
分 不 论 如 何 定义 都 由 定理 中 的 四 条 性 质 唯一 决定 

定义 2.1.2 设 /为 可 测 函 数 . 若 ||flrdp < co , 则 称 了 关 


于 4 是 p 方 可 积 的 . ?==L2(0, 多 ,pj) 表 示 关 于 py 是 p 方 可 积 之 
+ 44。 


函数 全 体 ， 
定理 2.1.2 设 0O< 记 + flmod/), 则 [fdx4 /fax 
证 设 4={o: CD) 人 和 fo)), 则 14a flas 生 (A)= 
0. 按 定理 2.1.1Gi), 有 
jran= ff fudan = an 


注 2 条 件 “0&&f,” 可 减弱 为 条 件 “f 宇 sg EL (9, ,jp0”. 
但 gEL 不 能 下 减弱 . 例如 , 设 0Q=[00,1), 了 一 0 们 多 ,PP 为 (0， 
六 ) 上 的 Lebesque 测度 , 令 z=0, zx 个 1,A 二 [ri, x), [A | 二 
-nr 一 rn 一 1 定义 


则 8 为 (0, ,Py 上 的 r.v., 且 | sdP = 了 十 二 co. 现在 ,p= 
mAs 各 则 0, 且 | waP 之 n 一 | $4P 一 -oo (Yn 之 DD. 因 


此 ,| dP 一 一 =. 这 表明 :lim 与 | 不 能 交换 ,原因 在 于 破坏 了 条 
件 ‘g 坟 ,gE€L”. 
定理 2.1.3 车 g 志 f(y nn 之 1), 且 gEL, 则 
| limfar < tim| ran 
证 不 妨 设 g=0. 令 g,=inf{fi: £ 之 n) ; 则 
0< gt limg, = limf,. 
按 定理 2.1.2， 


| ,limfap < lim | gdn < lim| fp 


注 3 这 是 著名 的 Fatou 引 理 , 条 件 “f, 宇 g EL” 也 不 能 减 
弱 . 注 2 中 的 例 同样 也 可 用 来 证 实 这 一 点 . 

定理 2.1. 4(Lebesque 控制 收敛 定理 ) 设 |f.| 过 gEL ,上 且 
一 fl(modz). 则 FE 了 , 且 


。 45。 


bn， jd 一 | Cd/ 
证 “| 有 "等 价 于 “一 g 坟 /过 8g 等 价 于 “一 g 志 f,, 一 g 迄 
一 了 按 Fatou 引 理 ， | limfdr < lim fn ， 
| lim fodp Slim| ~ Padu 


=| fax 一 | limf,dy lim| fax <| limfudp 一 [fax 
推论 2. 1. 1 设 AD) <co， (fos 7 之 1) 一 致 有 界 , 且 中 一 全 
fmodp), 则 | fax 一 | an 
证 设 居 为 (fn 之 1) 的 界 ,出 (0) 过 oo 知 ;:K 是 可 积 的 . 
于 是 , 按 定理 2. 1.4, 立 即 可 得 此 推论 , 
定理 2.1.S$ 设 (Q, 多 ), (2 ， 多 !) 为 可 测 空间 .< 为 如 上 的 
22- 值 可 测 映 射 .了 为 YY 上 的 非 负 实 值 可 测 函 数 , 则 
| f° Ew nudw) -|, flw uedw )， 
其 中 为 .多 上 的 测度 ,yf-! 为 .F' 上 的 测度 ; 
ECB) = E71B)) (VE 9"). 
证 如 果 f=1ly(B'E'). 则 fo。 6 一 1 
= | fetdp= p(B = 1B) = | an 
这 表明 :对 这 种 简单 的 了 结论 成 立 , 一 般 情 形 , 可 先 构 作 简单 函数 
列 , 然 后 ,通过 极限 手续 即 可 达到 定理 中 的 一 般 结论 , 
定义 2.1.3 设 (f, nn 这 1) 为 定义 在 (0, 名，y) 上 的 可 积 函 
数列 , 若 
| lim sup| | ,lf ldx = 0， 


则 称 (f, n 宇 1) 关 于 妈 是 _ 苦 可 加 的 
定理 2.1.6 设 1 <o0, ff (modp), 号 (六 ， "之 1) 一 至 
可 积 , 则 了 EZL , 且 
。 46 ， 


an 


1 fi 
< ap》 十 sup| . fldy. 
-~ 本 [dg 过 ex) 十 1 ( 当 a 足够 大 时 ). 


(ji [fldpee 之 1 有 界 . 一 了 & LFatou 引 理 )， 
f° =flr ~ /了 = /1 po 则 


| 已- Flde< | Jf flan 


心 


+| ye = /last {ih Plan 

此 式 右边 第 一 项 当 a 固定 ,一 ce 时 以 0 为 极限 (利用 Lebesque 控 
制 收敛 定理 ) ;第 二 项 当 at ce 时 极限 为 0( 利 用 AEZL ); 第 三 项 当 
e+ cc 时 极限 为 0( 利 用 ( 思 ? 的 一 致 可 积 性 )， 故 定理 成 立 , 

注 4 上 述 定理 中 的 条 件 ACDSee 不 能 减 吕 例如 , 设 uC0) 
一 co (4 7 之 1) 为 2 的 久 - 集 袜 盖 ,是 A 人 4 ,C4,) 达 co0 (VY 1 之 
由 令 太 =14; 则 (fn 宇 D) 一 致 肥 界 ,更 更 是 _ 致 可 积 的 , 且 f»¢41 
(modp0), 定理 2. 1. 6 对 此 种 情形 不 成 立 . 

定理 2.1.7 设 HpO)<ce，(C PTDCL , 则 (AD 一 
致 可 积 的 充 要 条 件 是 ， 


G) (| Adws wj 有 办 


(ii) sup| 1/ Idx 一 0 当 AC4) 一 0 时 , 
证 令 记 = 人 | 访 [ 兰 ec》 ,出 


sa 
<| ,fldp + ara); 


“本 7。 


| Pa <<cw(2) 十 sup| wm frlde 


由 上 述 二 式 立即 可 推出 条 件 的 必要 性 , 
下 证 充分 性 , 按 Chebyshev 不 等 式 , 有 


supA(CBs ) 委 一 sup| i, [dx 0《〈 由 条 件 人 GD) 
于 是 , 按 条 件 (i), 对 VY s>0,3 @ 二 ale) 之 0, 他 当 a 宇 ww 时， 
sup| .Pde<e Ym 


> | Aiansstp| Alan<s (Yn 宇 1D). 当 a 关 wm 时 ， 
=sup| /ldu<e 当 a 之 mw 时 ， 
一 lim sup| ， |fsldx = 0， 
定理 2， 1.8 设 (f 9 17 字 21C7 ,GG) 为 R+ 二 [0,co) 上 的 非 
负 增 函数 , 且 lim 多 = oo,sup| GU(fDdx<%, 则 (fs 


1) 一 致 可 积 , 
证 当 a 足够 大 时 ,有 


一 。 G™! 4 | 
fis tla =) ,lf oD :Gd Da 


Xe, sup| GC idx， 当 a 之 时， 
其 中 心 满 足 sup (G45, /这 <e ( 按 条 件 , 存在 )， 


>sup| fldy<esup| GUf, Dd (a Su). 
a {hla) "0 | . 


故 (f, n 宇 1) 一 致 可 积 . 

注 5 一 致 可 积 性 概念 不 涉及 pC(02) 是 否 有 限 的 问题 ,但 真正 
使 人 们 感 兴趣 的 则 是 yxC(02)<<oo. 然而 ,这 个 限制 对 结论 并 没有 改 
善 . 下 面 是 这 个 结论 的 一 个 重要 的 特例 
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推论 2.1.2 设 (f, n 之 DEL ,车 3 >0, 使 得 


(jran,n 之 1 有 界 ， 
则 (ff， 2 之 1) 一 致 可 积 ， 
定理 2. 1.9(Jensen 不 等 式 ) 设 g 为 RR 的 连续 下 凸 函 
数 . fEL ;a(09)=1. 则 
g(EN <Eg(f), Ek = | san 
证 由 下 同性 知 :对 V xo ER ,存在 数 AM(Czo) ,使 得 
8(X) 守 gCX0) 十 (一 Zoo) (Yr ER). 
在 此 式 中 ,i 上 Xo=Ef, x 二 了 , 则 得 
geEN + — EANAEND. 
在 此 式 两 边 作 用 算 耶 E， 则 因 Cf 一 EA) 二 0, 而 有 
Eg(f) 之 g(EA). 
(注意 ;x(0)==1 之 条 件 不 可 少 . ) 
定理 2. 1. 10(Lyapunov 不 等 式 ) 设 对 某 2 盖 0, 有 太 E 7， 
且 C02)=1; 则 
(EL 过 CE Oestep). 
证 令 r 一 二 >1( 等 于 工 的 情形 是 平凡 的 ),y= 171，g(z) 一 
1z| (此 函数 下 凸 ), 则 按 定理 2. 1.9, 得 
(ED SEr7= (EIfIN EE. 
定理 2. 1. 11(Holder 不 等 式 ) 设 1<p<oo， 1<g<ee, 且 
+ 六 一 1, 则 当 fEL', gE1L? 时 ,有 


Elf gs (CEIOTCEg (Esk=|édn). 
证 按 对 数 函 数 的 上 古 性 ,有 
jnkaz + by) 守 alnz 二 olny (zyasER aa 十 0 一 1 
即 ln(az + by) 之 lnr'y. 
。 49.。 


令 z=1gl5(BgIOT y= 1fl(E fT a= 方 ,6 也， 


则 Ez?。 放 )<1. 代 真 后 即 得 所 要 的 不 等 式 . 
定理 2. 1. 12(Minkowski 不 等 式 ) 若 f,g€EL(1 寺 p 过 20)， 
则 Elf+gl?<o0, 且 
(Elf + gl SENfIDt + CB)gle)y. 
证 显然 ,有 
If+glr* 人 2 V lel) e271? + lel’) 
= 十 gE 7， 
当 p 王 1 时 ,定理 中 的 不 等 式 显然 成 立 .下面 考虑 2>1 的 情 
形 . 这 时 ,有 
f+alr<lf+gllf+gl”! 
<Ifilf+gal + lellf + gel”. 


让 4 满足 考 十 二 一 1 , 则 按 Halder 不 等 式 , 有 
Elf + el SENFIOPE NF + gl em) 
+E,|gI FE, NF + gl tm) 


> Elf+gPr< Elf +el Bf + (ENf1)?). 
由 此 即 得 所 要 的 不 等 式 四 | 

定理 2.1. 13(Cantelli 不 等 式 ) 设 (2, 多，P) 为 概率 空间 ， 
和 为 定义 于 其 上 的 可 积 f. vs; m= Ex, 0=E(X— Er)’， 
(Ex=| xar) , 则 


P(X 之 a) <F 人 i (VY o> 0)., 
证 不 妨 设 mm 二 0, 定 义 | 
mldA) = PAN zz<o pA) = P(AN {rz a)) 
其 中 A€E 久 , 则 jw 和 为 (0 多) 上 的 测度 . 按 Halder 不 等 式 ， 
有 
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(EK) Lp) Es RK’, (Es XY SD EX 
注意 下 列 各 式 : 
0=EX=E,X+E,x 
02 =LX’ = EX Ea Xx? 





> RD + A XY 
2 L102) 
= FX) Se et 


过 > op) ,ni(0) = P(X 0), 
J 02) 一 PP(X<o) 一 ] 一 AD) 


=> K(f) < 和 


定理 2. 1. 14( 分 部 积分 公式 ) 设 ,G 为 La,6b] 上 的 非 降 右 连 
左 极 项 数 . py 为 相应 的 测度 
nlx,y] = F(y) 一 FO) ,VT = Gy) 一 CGO) 
(a 之 XYy). 
若 F,G 在 (a ,bj 中 无 共同 间断 点 ; 则 
| pdr) 一 下 (OICGCCOD — Fla)Gla) -| vx). 
证 ”假设 条 件 用 于 保证 : 
| v({r})u(dr) =0= | uC({xr})v(dr). 
(a.b] (a.b] 


§2.2 OY 


本 节 如 无 特别 说 明 , 所 考虑 的 概率 空间 均 指 (Q, ,PP).， 

定义 2.2.1 兰 4 BE, 生 PNB)=LCDPLB) 出 说 
和 和 B 关 于 了 独立 (以 下 将 省 去 “关于 PP” 一 词 ), 若 (C4, 1 有 过 
nCSH, 且 


sbl* 


P(NA) = 开 Pdas) 


(1 委 了 了 私 72， (Ri “Rj) CC (1 ,22))， 
则 说 C4;， 1 二 k 二 nn) 是 独立 的 ， 若 (4,， n 之 1)C 多 ,有 


Pl 站 4 一 lL Pa;) 
(之 1, (ki, 1<i<H CEN- 0 2，…} )， 
则 说 《4,， n 之 1) 是 独立 的 . 若 ,C,H QE nl1), 并 
P(AA)= TITPGD (Vn €N, A € ,1hEn), 


X21 
则 说 Co, n 宇 1) 独 立 .车 (x, n 宇 1) 为 r.v. 列 , 且 
(cz ,之 1) 独立 , 则 说 (zs 2 之 1) 为 独立 rv, 列 ， 
按 此 定义 ,元 素 名 ,0 在 任何 概率 测度 P 下 都 与 多 独立 .如 
果 AE 多 与 自身 独立 , 则 A= 或 0. 
定理 2. 2. 1(Borel-Cantelli 引 理 ) 设 (h,, nn 之 1)CCF， 


0) 车 31P(4,) < co, 则 Pdim4,) = 0. 
(iD 若 》P(4) = co 上 且 (4 >1) 独 立 , 则 Pdlim4,) = 1. 


证 lim4,= 朋 口 4.。 


用 一 ] 天 一 中 





若 2P(4， ) < co, 则 P( (UAN< 2 Pe) > 0>0). 


若 习 PC4J) 一 2 则 


天 十 2 9 十 ms 


POFA) =ITPY = Ta 一 Pa) 
一 k= 上 R= 


nm 


[exp(— P(AD) 


k= 
及 二 


=exp( 一 27P(4)j 一 二 
k=n 





0(Yn 之 1) 


一 PLD = 0 CD = GD， 
定理 2. 2.2(Kolmogorov 0-1 律 ) 设 (4, nn 之 1)C, 且 独 


立 .了 一 们 eC, dr …)》 (一 般 称 为 尾 -代数 )， 
则 P(A)=0 或 1(V 4E€2). 

证 AEf 坟 AEa(4h， A441,…) (Vn 之 1). 于 是 , 按 后 面 的 
引 理 2. 2. 1,4 与 (和, 1&h<n 一 1) 独 立 (Y nn 之 1), 由 归纳 法 立即 
可 得 A 与 (4,, nn 这 1) 独立, 按 引 理 2.2.1,4 与 o(4,, n 之 1) 独 立 , 
然而 ,4AEc(4,, 7n 宇 1). 故 4A 与 4 独立 .从 而 PCA) 二 P(A，A)= 
P(A). 


之 P(A)==0 或 1 
引 理 2.2.1 设 .-x=(4,, n 实 1), 若 
(iD AE 多 独立 于 -o, 且 (4 之 1) 不 相 联 ， 
或 《ii (4, -97 ) 独 了 江 ，; 
则 4 独立 于 c(-o”)， 
证 生生 人 
=U4,, Ao = %， 

则 和 与 下 与 入 儿 立 . 令 二 (4 170)) 则 -7 
为 Q 的 一 个 分 制 ， j, 且 4 与 -or :独立 .显然 ,aoCz) 一 Cox .于 是 ， 
结论 等 价 于 “A 独立 于 c(-o *)”. 易 证 ,oC ') 二 14'; 4' 一 

U4u， (DJCN，4E-er ). 


注意 ; (A, i>1) 不 相 联 .因此 ,4 二 UAEal-wy*) 与 4 独立 . 
故 4 独立 于 c(-e)， 
”现在 假定 条 件 (iD 成 立 . 令 
Bi=4,B,=A\UA (>2), 
则 节 一 (B,, 之 0) 为 0 的 一 个 分 割 ,其 中 BB 二 (局 B,)", 且 
oe)=o(8Y)， 4A 与-Y 独 立 . 故 4 独立 于 al) 
bd 53 外 


定义 2.2.1 设 (6 、c, nzD 是 定义 在 (9, 多,，P) 上 的 
r.v. 族 . 若 对 Y e>>0, 有 limP(| 一 5.|>>e)==0, 则 称 依 概率 P 
收敛 于 生 . 记 为 名 一 .或 P 一 lim 人 ,= 和 ,车 lim 了 (1 一 和 |>> 
ce) 二 0, 则 称 f 为 了 -基本 列 , 荐 PCw; 名 -> 有 ) 一 0, 则 说 和 as) 
收敛 于 所 , 记 为 名 一 入. 或 as) 一 im6 一 若 忆 wo: 二 不 收 
化 )=0, 则 说 和 为 Pa.s 基本 列 , 若 对 某 p 之 0, 有 

El — $0 limElS,— $= 0), 
则 说 是 方 收敛 于 $Cp 方 基本 列 ). 记 为 人 一 >& 或 7? 一 
lim$, 一 t, 若 对 任意 有 界 连续 函数 1, 有 Ef (S$, 一 Bf ($-。), 则 说 
依 分 布 收 伊 于,. 记 为 .一 ~ 和 ,或 4 一 lim 人 ,= 和. 

注 1 依 概率 收敛 只 涉及 到 变量 族 的 二 维 分 布 . 而 P-a.s 收 
化 ( 或 说 以 概率 1 收敛) 却 涉 及 到 变量 族 的 整个 有 限 维 分 布 族 . 由 
此 可 见 ,P-a.s 收敛 必 导 致 P- 收 敛 . 

注 易 证 :"$, -全 -6 等 价 于 "对 Y MER, 有 

开 Eexpb(rMe ) 一 Eexp GAE,.,)”, 


定理 2.2.3 以 概率 1 收 勾 等 价 于 下 述 条 件 ， 
limPCsup{l 和 — $1, kn) 0) =0(Y e > 0). 


证 令 As={w: | 一 6 | 之 e). 
4 一 lmA; = 从 心太 
则 当 ey0 时 A 人 ,有 旦 
(to 各) 一 Usad 一 口 妈 ， 
事实 上 ,和 (or 和 (ww 表明 :对 Ye>0 及 nn 之 1,3 如 之 n, 六 
[各 (0) 一 66(w) |>e 因此 ,对 Y n>1, 有 wEAhCUA 


> 之 忆捷 44, 昌 {0w: &, (wm) 一 <(o)) CUwod' 
. 54 让 


男 一 方面 ,wE Ueod' 表明 ; 6 之 0, 广 wE A", 即 wEUAY (Vn 
宇 1). 于 是 ,对 Y nn 这 1,3 ko 之 n, 让 wEAR. 
全 各 (一 和 (oo) > Uco4 C to 本 一 = 和) 
综合 起 来 ,得 
Uod’ = (0: 6) NY ,Cw)). 
按 测度 的 连续 性 ， 
P(A') = limP( U At) 


> Pté,— > §£,.)=P( UA)= limP(AS) 


mel 


= lim limP( DA8) 


= lim nlimP | supt 久 一 纪 |: 之 ) 之 二 |. (2.2-1) 
由 此 等 式 即 得 所 要 的 结论 ， 
推论 2.2.1 著 2 PC 一 所 |>e9<co (Y e>0), 则 
和 (Ca.s)， 
证 事实 上 ， 
Psup({l 一 $1; 4 之 之 学 | 
<»7 各 一 所 | 之 去 ]: 


k=" 
按 假设 及 (2. 2-1) 式 , 即 得 这 里 的 结论 . 
推论 2.2.2 若 3 一 个 正 数列 (6, n 宇 1), 且 6 40, 疗 
DIPS él) < 0, 则 és). 
证 令 4 二 (| 一 和 | 之 s,) , 则 按 定 理 2.2.10),Pdim4,) 二 
0, 注意 ,对 VY e>0,3 n 宇 1, 使 得 
中 一 年 | 之 se} CU{& 一 | 之 a). 


es。 55。 


>{w: 6 (0) 一 £0)) cn U {| 一.| 守 6) =limA 
>P(6,— > §.) = 0. 
定理 2.2. 3 下列 蕴 含 关系 成 立 . 


个 55 
GD § Ee p>0) 8, Le. 
证 首先 设 各 一 >&。,, 按 定理 2.2.2 之 证 ,有 
(w;: 6 一 €,) =Ue MN Ur (一生 | 之 9 
={6 ew 6) SN UNS tle Ye>0) 
=>0=P(6,— > £) > limP( U {|& 一 &,| 守 6)) 


之 limsupx>,P ( | 和 一 | 之 e). (VY E> 0) 





一 PC 一 外 | 日 一 一 0Ce>0, 即 5 一 -和 


现 设 6, 一 -所 ,为 上 的 任意 有 界 连 续 函 数 ,其 界 为 C, 则 
对 Y se>0 及 N>0,3 6=6(e,NN)>0, 使 得 
jz — fe (rleN, |r— yl <o, 7r,y ER)， 
注意 ,6 为 r.v. 表明 : No 一 No(e)>0, 使 得 
PC 和 | > No <e. 
取 8%=8(e，No(e)) 盖 0, 则 对 Y n 之 1, 有 
El 一 Fe 
=E |f(é,) — f(€,) [Ie ean) 
十 ltgNo. etl 十 10et>m 16, ea0) 
<s 十 2Ce 十 2CP( 和 一 和 | 这 6o)， 


>E|f 6,) — FE )| 一 0， 即 人， EA 


最 后 设 全 则 对 VY e>>0,3 no 二 no(e) 守 1, 使 得 
和 56 S 


ElS,— $1? <e (Vn n0). 
因此 ,对 Y 6>0, 当 nn 之 no 时 ,有 
Pi5 — é&,| 宇 0) OPElE, — §6,.|1? 过 e677, 即 
5 人 
注 2 ”上述 定理 之 逆 一 般 不 成 立 , 下 面 举例 说 明 . 设 Q=50， 
1j], 记 二 络 门 [0,1],P 为 Lebesque 测度 . 
(1) 设 44=|[ 守 1， 二 |， 总 一 14 (< 和 os<oo). 定 义 


n n1 





6 = Si 1 i 
则 一 (6 光 之 1) 一 ( 针 ; 全 多 全 全 和; 
易 证 : ,一 >0. 但 不 是 (a.s) 收 合 的 . 
e”, wo | 二]， 


0, wE 二， 1|. 
0， (&, 9 n 衬 1) 却 不 是 Lr*- 收 敛 的 . 


定理 2.2.5 设 和 (2, nw 这 1) 为 非 负 r.v. 列 . 若 下 列 条 件 之 
一 成 立 ， 
0) 6 ,Eo0,H Eé,—»Eé..; 
(i) 名 一 ~&,& 一 致 可 积 ， 
则 二 >&. 
证 设 条 件 Q) 成 立 . 
邻 胃 二 66 一 和 , 则 也 一 0. 且 Ey, 一 >0. 显然 ， 
下 | 名 一 名 | =El|6, ~— élie 60 + le ec0)) 
=E(é, — é€.,) 十 2E(y, * 1 0). 
由 0&7 1 >o 委 入 ED 知 
Oh 1g>o) 一 一 0〈 按 Lebesque 控制 收敛 定理 )， 
. 57 . 


(2) 定义 名 二 则 易 证 ; &, 一 >0. 但 对 Y p 


过 E| 人 一 6 1 一 >0( 按 假设 EG 一 $.) 一 >0). 
现 设 条 件 (ii) 成 立 . 设 e>>0，N>0, 则 
Eln| =ELID | Cg + liecimtsw + live,y)] 
et NPle < | 1) + EQ, |lin sm). 


,> 

由 人 一 6. 知 ; Ple 之 1%.|) 一 >0. 
按 & 一 致 可 积 , 有 ECy)1i psn) 一 *0. 

之 丐 [7 | 一 ~0. 

( 注 : 第 (iD 条 成 立 可 以 不 必要 求 非 负 )， 

定理 2. 2.6 一 (6 ?过 1) 为 P- 基 本 列 的 充 要 条 件 是 才 中 的 
任 一 无 穷 子 列 必 可 选 出 一 个 (a. s)- 基 本 列 ， 

证 先 证 充分 性 . 反 证 法 . 假定 不 是 -基本 列 , 则 按 定义 
2.2.2, 了 s>0, 使 得 

lim PK —é, 2) =6>0. | 

不 妨 假 定 P(, 一 % | 之 0 一 一 6( 如 有 必 要 可 以 通过 选 了 列 保 
证 ). 按 条 件 ， 可 选 一 子 列 (Ce AD ,使 得 (&,，& 之 1) 为 (a,s)- 基 
本 列 . 但 按 定理 2.2.4, 它 必 为 P- 基 本 列 . 这 与 65>0 矛 盾 . 故 & 必 
为 P- 茜 本 列 . 

现 证 必要 性 . 考虑 到 P- 切 本 列 的 子 列 仍 为 P- 基 本 列 . 不 妨 设 
子 列 就 是 E 本 身 , 令 站 = 王 1 定义 Ta 一 inf (am POI 一生.| 之 
2 人 <<2 一 ) (之 1)， 


PU >2 < D1< 


= Pim(lé mi i 一 0《〈 按 定理 2.2.14i))， 
令 4 一 《 | 一 2 |>27), 
N=limh,= AU Ai 
则 《{(& ,上 & 宇 1) 不 收敛 }CN. 
过 (6,，k 之 1) 为 (a.s)- 基 本 列 
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8$ 2.3 分 布 族 的 弱 收 敛 性 


在 上 节 所 讨论 的 四 种 收敛 性 概念 中 , 按 定理 2. 2. 4,d- 收 化 是 
最 弱 的 . 本 节 介 绍 这 类 弱 收 敛 性 的 有 关 结 

定义 2.3.1 设 F,F,, nn 之 1， 均 为 R 上 的 分 布 图 数 . 若 
FF,(X) 一 一 F(x) 其 中 

XEC(F)= {rE€R;r 为 的 连续 点 }. 

则 说 (6, n 宇 1) 概 (或 弱 ) 收 全 到 .F. 记 为 SF 或 ,一 和 >F. 

注 1 分 布 函 数 F( 定 义 在 RR 上) 是 有 界 的 ,单调 不 降 的 , 且 右 
连 左 被 的 函数 , 易 证 它 的 不 连续 点 集 R\C(F) 至 多 可 数 . 

注 2 在 弱 收 敛 概念 中 要 求 收敛 出 现在 下 的 连续 点 处 ,其 原 
因 可 由 下 例 解 释 , 设 z= (xz, n 宇 1) 为 独立 同 分 布 的 r.v, 列 , 且 


red? S,= = Dz, 按 弱 大 数 律 ,有 
pf|3s|>ej~owe>o. 
设 ,为 让 5, 的 分 布 函数 . 当 xz>0 时 ,有 
Po =1—P| ls, >z) el. 
当 z<0 时 ,有 
Fz) SP 二 ls > 1z|)- 0. 


1 — oO 


1， 站 之 0， CY £0) 
0，X< 过 0. 一 ” 


显然 ,A(z) 为 分 布 函数 , 且 z=0 为 它 的 不 连续 点 . 因此 ,Ff 二 A. 然 
而 , CF,《0), nn 之 1) 不 收敛 于 AC0)==1. 事实 上 , 设 x 取 奇数 , 则 {5S， 
一 0} 为 不 可 能 事件 . 从 而 ,PCS,<<0) 二 PC5, 宕 0) = 未， 


全 PCz) 





-一 aw =| 


ss590. 


Fo = Pds<gj=PG,<oO=PG<o= 去 


SF,(0) 一 方 ,其 中 ) 按 奇数 趋 于 oc. 


这 表明 ,即使 (F,(0)，, 之 1) 收 敛 也 不 以 1 为 极限 . | 

定义 2.3.2 设 (E,8,p) 为 一 尺度 空间 ,其 中 pp 为 E 上 的 尺 
度 ,4 是 由 关于 尺度 。 的 开 集 类 所 生成 的 o- 代 数 . P,P,, n 之 1， 
均 为 (五 ,G) 上 的 概率 测度 . 如 果 对 VY AE28,P(34)==0, 有 

P,(4) 一 P(4) (a4=[4]n LA] L4] 表示 4 的 闭 包 ). 

则 称 P, 概 收敛 到 书记 为 P,>P 或 P, 一 SP. 

如 果 对 巨 上 的 任意 有 界 连 续 函 数 上 六 有 

| f(z) PCaz) ~ | fz) Pdz). 


则 称 P, 弱 收敛 到 P. 记 为 P, 一 >P. 

注 3 此 定义 是 定义 2. 3. 1 的 概率 化 . 从 定义 中 可 以 看 出 , 空 
间 忌 上 具有 拓扑 结构 是 这 里 的 基本 要 求 . 下 面 的 定理 将 要 讨论 
概 、 弱 收敛 的 等 价 性 . 这 一 点 可 从 下 例 中 得 到 启发 . 设 = (名, n 之 
1) 为 独立 同 分 布 的 r.v. 列 , 且 P(&=1)=p, P(61=0) 一 gq==1 一 


p， 3, 一 2 名。 则 按 弱 大 数 律 ， 汪 S, 一 >p。 令 忆 (zz) 一 
r| DS.<a] , 则 


1， 工 之 轧 ， 
时 )， 
0,，z 之 p. ( 当 z 关 pp 时 ) 


因此 ,=>F, 另 一 方面 , 按 Lebesque 控制 收敛 定理 ， 
Eexp| iaA 六 一 exp(iAp) CY AE R). 
因此 , 忆 , - 苦 >P， 故 在 此 例 中 , 概 、 弱 收 你 等 价 ， 
定理 2. 3.1 下 列 命题 是 等 价 的 : 
(1) 已 , 一 = 已 
。60 。 


五 (z) — F(x) 一 | 


(ii) limP, (4) 志 P(A) (VY 4EZ, 且 4 为 闭 集 ); 
(iii) TimP， (A) 宕 P(A) (Y AES, 且 4 为 开 集 ); 
(iv) P, =>P., 
证 显然 , (i) 等 价 于 Gii)( 因 为 开 集 的 补 为 闭 集 ), 因此 ,只 有 
下 列 三 种 情形 需要 讨论 . 
先 证 0) 二 Gi). 事实 上 ,对 Y s>>0, 定 义 
St) = loo) 十 (1 一 2)1c0.ntt) 十 0，1laoG) (tt € R), 
oz,4) = inf{p(zx,y): y € A}. 
令 A 二 {x; o(z,4)<e), 则 4.44 当 e+y0 时 ， 
扩 CzylaCz) 当 ey0, 且 x 94 时 
假定 4 为 闭 集 , 旦 G0) 成 立 , 则 


im| fo)P, (dz) 一 lim fT Pdx) 一 | PoDPda 


有 CD 


之 limP, 《A) = 加 14(z)P(dz) < im| f.Cx)P, (dr) 


= | FeDPddz) 过 PU(A) YP(A) ( 当 e 0 时). 

即 limP,《4)<PC4》(Y 可 测 闭 集 4). 

现 证 ; Gi)=>(iv). 事实 上 , 设 AE4,4=A\94，, 则 A 为 开 集 . 
因此 ， 

limP,([4]) < PUAD, limP, A) > P(A). 
车 P(34)==0, 则 
P(A) = P(A) = P(AD) 

> limP,(A) > limP, (A) 之 limP,([4]) 之 之 limP， (4). 
故 P, 二 忆 . 

最 后 证 明 ; Gv) 二 (i). 事实 上 , 设 了 为 已 上 的 有 界 连续 函数 ， 


令 


。 61 全 


= {y ER: P(r EE; az) = y) 0}, 
则 :DD 至 多 为 可 数 集 , 的 确 , 假 如 D 无限 不 可 数 , 则 3 e>0, 祖 集 类 
(六 (49)): P(A({y))) 之 e,yEDD) 无 限 不 可 数 ,因此 ,存在 可 
数 集 {y,, n 之 1}CD, 使 得 
P(f-i({y,))) > (Yn 1). 
注意 , (1'({y})): yED} 在 6 中 是 不 相 联 的 集 类 . 于 是 ， 
co 一 yo 2 = PUF (YE PE) =1. 


此 矛盾 表明 :DD 只 能 至 多 可 数 . 现在 构 作 如 下 分 划 ， —M= < yl 
<<…<<%% 一 M, 其 中 邓 为 了 的 界 , 且 yi 全 DC0<kSn). 令 Ai= 
广 !(Ly- 72)), 则 

a4， Cf (ye-1)) U pd CY}). 
从 而 ,PC940)= 二 0 (yu yt 亿 DD). 假 如 Cv) 成 立 , 则 

PCAi) vo PAD (kan), 





= || .rzP。 (dz) 一 | roDPdda 


<|| CnDPoddz) 一 294PoC49 





+| 袜 Pdo [FP 
+ | Dep 一 PC)| 
k=1 . 


2 + | mw(CP。C4D 一 PC4D)| 
k=1 | 
其 中 b=max{|y—y1|, 1SkSn). 
= lim| f(z)P, (dx) = | fr)P(dz),BT P,—>P. 
m— E E 


定理 2.3.2 设 PP, 之 1, 为 (R, 多 ) 上 的 概率 测度 , 则 下 
列 命题 等 价 ， 
"，62， 


(GD PP 一 > 忆 (ii PP; Gii) Fr; Cv) FF, 
证 按 定理 2. 3.1, 仅 需 证 明 ， 
“40: 书 一 忆 ” 等 价 于 “(iv): FF, 地” 
假定 : P, 一 P. 如 果 PC(tz)) 一 0, 则 局 (一 天 (z). 然而 , 当 
P({Xx}))=0 时 ,xz 为 的 连续 点 , 故 (iv) 成 立 . 
现 设 (x)->F(r) (VY zECCF)). 如 果 4 为 开 集 , 则 和 4 有 表 
示 :4= UI, 其 中 CI, 之 1) 为 不 相 联 的 开 区 间 列 ( 空 全 集 当 作 开 
集 ). 如 果 . 天 = (as 4) 非 空 , 即 a 过 Bx. 则 对 Y ce 之 0, 可 选 子 区 间 六 
二 《ak， 信 )Ch, 使 得 
PO) PHU) 十 se 2*, Hal WCCH), 
(这 是 因为 R\C(F) 至 多 为 可 数 集 ). 按 Fatou 引 理 ， 
limP,(A) =lim >) P,(1) > 2 lm limP, (1,) 


no nroo 大 Wo 


> 2 limP, (TD)， 
中 HOD 


其 中 之 /表示 对 卫 夫 人 的 指标 不 求 和 . 按 概 收敛 定义 ， 
P11) = F060) — Fat) > FC(O) — F(a) 一 忆 C7)， 
二 >limP,(4) 关 PC4), 即 P=>P( 按 定理 2. 3.1). 


noo 


定义 2.3.3 设 (E,2) 为 可 测 空间 .P,Q 为 其 上 的 概率 测度 
D1, 为 E 上 的 子 集 类 .车 .9%YoCE, 且 当 P(4)=Q(A) (YA4E 
了 0) 时 , 必 有 P=Q 于 5 上 , 则 称 为 4 中 的 一 个 决定 类 . 

定义 2.3.4 设 (,@,p) 为 完备 尺度 空间 . P,P,, n 宇 1, 均 为 
此 空间 上 的 概率 测度 . 若 已 上 的 子 集 类 CE 具有 性 质 , 当 书 
人 > 忆 于 2 上 时 , 必 有 已 一 P 于 上 , 则 称 3 为 & 中 的 一 个 收 
全 决定 类 : 。 

例 23.1 设 (EE,,p) 二 (RR, 多 ,p), 其 中 4 为 常规 尺度 , 若 

={B;.8= (—c0,7], +ER}. , 则 按 第 一 章 中 的 定理 1， 3. 5， 
36 为 4 中 的 一 个 决定 类 . 还 有 oC906) 一 多 . 按 定 理 2. 3. 2,24。 

站 63 . 


同样 也 为 中 的 一 个 收敛 决定 类 . 若 .X。= (1B:; B=(a,b], a,bE€E 
R}, 则 同 理 可 知 ,36 为 2 中 的 一 个 决定 类 . 同样 也 有 o C36) 一 

显然 ,多 本 身 既 为 决定 类 又 为 收敛 决定 类 . 但 讨论 多 本身 的 
这 种 性 质 毫 无 意义 . 之 所 以 引入 决定 类 概念 ,原因 在 于 :要 求 此 类 
元 素 少 ,结构 简单 . 类 似 的 方法 可 以 讨论 尺度 空间 (R”, ”~, p) 中 
的 决定 类 ,其 中 尺度 o 由 下 式 定义 : 

ozyy) = 2 2 Px, 1)， 
PiCTi, Y) = 1 -二 兰 [| 
(zyER2， X= (Tk 宕 1), y= (yy,£k 之 1)). 

令 fo={B8B: B=9,(B), 其 中 B=( 一 00,x], rER", n 之 1)， 
则 9% 为 R” 中 的 一 个 决定 类 ,也 是 一 个 收敛 决定 类 

定理 2.3.3 设 .% 为 8 中 的 一 个 决定 类 , 则 

IC2Yo) = 0, 

证 假如 结论 不 真 , 则 3 4oE&, 让 Ao&o(9 60). 现在 ,在 2 

上 构 作 两 个 概率 测度 P 和 QQ, 使得: 
P(A) = QA) (¥ AE HKH0), PA) 关 Q(C4)， 

这 种 概率 测度 不 难 构 作 . 然而 , 按 定义 2.3. 3,.% 就 不 是 6 中 的 
一 个 决定 类 ,这 与 假设 矛盾 . 

定理 2.3.4 在 一 般 尺度 空间 中 柱 集 类 可 以 是 决定 类 而 不 是 
收敛 决定 类 . 

”证 下 面 通过 构 作 一 反例 来 证 实 这 一 结论 . 考虑 尺度 空间 
(C, 家,(C)，p) ,其 中 CCRI7GT=[o,1]) 为 连续 函数 类 . 6 为 尺 
度 : 
DGzyy) = suprer [X(t) 一 y(G)| (zy EC)， 
名,(C) 为 关于 尺度 o 的 开 集 类 生存 的 o- 代 数 . 前 一 章 中 已 证 明 ， 
多 (C) 一 玫 0(C) ,其 中 家 (C) 为 由 柱 集 类 生成 的 代数. 设 己 为 集 
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中 在 zo 二 0 处 的 概率 测度 , 即 
P(B) = 5(zm，B) = 人 TE BF, (gE BO)). 
0， Xxo 多 BB. 
也 ,为 集中 在 x 处 的 概率 测度 ,其 中 


ZX, = X(t) 一 ntl[o.1] 2) + (2 nn)1(1.2) (7). 
假如 4 为 柱 集 ,上 且 P(a4)=0, 则 P,(A)->P(A). 事实 上 ,车 xo=0 
EA, 则 zoEA4C4 的 内 点 集 ), 且 P(A4)==1. 注意 ,4 为 柱 集 , 因此 ， 


当 足 够 大 时 , 必 有 x €4. 从 而 ,P(A)==1. 于 是 ,P, (A) 一 
P(A), 车 zm 入 4, 则 z 入 [4]( 闭 包 ), 且 当 王 足够 大 时 ,局 冬 [4 
由 此 知 ;P,《4)->0 一 P(A). 这 就 证 实 P=>P 于 90。 上 ,其 中 
为 C 上 的 柱 集 类 . 

现在 考虑 多 ,(C) 中 的 下 形 元 素 : 


A = {a€C: la 二 六 CQYie7)| 


则 xzo=0E4 .从 而 ,P(4)=1，P(34 )=0. 注 意 ,对 Y n 之 1, 有 x, 
A 因此 ,PC(4')=0 (Y n 宇 1), 故 
P(A)— > P(A). 
从 而 ,P, =>P 于 B,(C) 上 . 
综 上 分 析 ,.9o 为 多 o(C) 中 的 一 个 决定 类 . 但 不 是 收敛 决 定 


| 





li 


类 . 
注 4 此 例 表 明 ;.% oC 可 以 是 真 包含 . 


8 2.4 ”概率 测度 的 相对 紧 性 与 紧 园 性 


假定 多 = (P,, 7n 尝 1) 为 常规 尺度 空间 (R, 多 ,po) 上 的 概率 测 
度 族 , 且 P, 集中 在 点 {x}€E 多 处 , 则 对 VY a,b5ER, 有 P, (a,5] 
——0, P.(R)=1——1, | 


天 一 党 CD 


F(x) = P,(— te pe 0 (VY x ER). 


这 个 事实 表明 :多 中 不 存在 弱 收 敛 子 列 . 按 定 理 2. 3,2,R 上 的 分 
布 函数 空间 在 弱 收 敛 意义 下 不 是 一 个 紧 空间 . 这 就 提出 了 一 个 问 
题 ,在 什么 条 件 下 ,分 布 函 数 弱 必 下 到 划 丰 分布 本 数 

本 节 总 假定 (五 ,G ,p) 为 一 个 完备 尺度 空间 ， 

定义 2.4.1 设 罗 =(Po, aE€E 人 AU) 为 (8,8,p) 上 的 概率 测度 
族 . 车 多 中 任 一 无 究 子 列 都 含有 一 子 列 弱 收敛 到 某 个 概率 测度 ， 
则 称 多 是 相对 紧 的 (相对 "一 词 表示 : 弱 收 敛 结果 不 一 定 在 多 
中 )， 

若 对 Y se>>0,3 紧 集 玉 EL ,使 得 

sup {PE\K), a EE HU) < 
风 称 多 是 紧 短 的 . 

若 多 相对 紧 , 则 称 相应 应 的 分 布 族 多 一 (Fe a€E 人 WU) 亦 是 相对 
紧 的 ， 

若 R 上 取 值 于 [0,1] 的 实 函 数 G 具有 下 列 性 质 ; 右 连 左 极 , 且 
0<G( 一 o0)&G(+o0)<1, 其 中 G( 土 %)= lim G(x), 则 称 G6 为 
R 上 的 广义 分 布 函 数 . 

定理 2.4.1(Helly 定理 ) 设 多 为 R 上 的 广义 分 布 函 数 全 
体 , 则 多 在 概 收敛 意义 下 是 序列 紧 的 . 

证 多 序列 紧 即 是 对 多 中 任 一 无 穷 子 列 (C，2 之 1) ,3 子 列 
(G,，k 写 1), 疗 Gn 过 GE 多 ,以 下 分 二 步 证 明 这 一 事实 . 

第 一 步 构 作 子 列 , 设 工 = (zx,, n 宇 1) 为 R 中 的 一 个 可 数 稠 集 , 
选 入 1) ,六 limCue(zo) 一 8 接着 在 (Gs) 中 选 子 列 
(G2, k21), 六 limG (= = gz. 继续 这 一 作法 ,可 选 出 一 串 子 列 
(Ge ,人 这 1) Gm), 具有 如 下 性 质 ， 

(Gn, kD CE Gr kD), limGe(lz,) = go 
按 对 角 线 法 ,可 选 子 列 (Gw， m 之 1) ,使 得 
lim Gow (zx) = gi(Y LI 之 1)， 
现在 , 设 Gr 为 RR 上 的 实 函 数 , 且 Gr(z)=gi(Y zcET)， 
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令 CCz) 一 inf (Cr(y) :xz<<yE7) (rER). 
显然 ,GE 乡 . 
第 二 步 证 明 : Gw .>G( 概 收 伍 ) 事实 上 ,让 C(O) 为 G 的 连续 
点 全 体 ,zEC(G). 者 世 <y6E7 ; 则 
limG, "(XT ) ES limG "(Y) = Gr(y) 


00 mo 


之 limG, nT) Rinf(Gry): Ty ET = G(x), 


另 一 方面 ,对 Y xi<z, 有 
G(r) < limGn 7) 


Ho3 


一 > G(x0 -) 过 limG» "(x ) A limG, "(7°) EG) 
一 limG, ,C20) : 一 C(xzo) (VY x EC(GY)). 


定理 2. 4. 2(Prohorov 定理 )， 设 多 = 二 (DP, gE€ 人 UU) 是 定义 
在 完备 可 分 尺度 空间 (E,2 ,pb) 上 的 概率 测度 族 , 则 “2 相对 紧 ” 等 
价 于 “2 紧 纺 ” 
证 为 简明 计 , 不 妨 设 (E,8,p) 二 (R, 轨 ,pp), 
首先 假定 多 相对 紧 ,采用 反 证 法 . 假如 多 不 紧 短 , 则 3 e> 
0, 方 对 任意 紧 集 KE 多 ,有 
sup {PA(R\K), a E UU)}> Ee. 
令 K,=[ 一 nn;, 则 K, 为 紧 集 ， 从 而 ,对 Y n 之 1 ,有 
SUP{PAR\K,), a E UU} > Ee. 
令 到 .一 (一 2 , 则 更 有 
sup {P,(R\K,), ce 和 >E (Vn 宇 1) 
于 是 ,3 《@, nn 之 DCU, 闻 PP (R\K,)>e (VY 1n 宇 1). 由 宅 相 对 





紧 知 :3 (Qn,» k 宕 1)C (a,, 7 之 ]) 9 今 Ps 一 -Q. 注意 ,R\K, 为 闭 
集 , 按 定理 2. 3.1, 有 
eSlimP, (R\K,) <QRK) (Ya DT 
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然而 ,QCR\K,) 40 当 2 + co 时 ,这 就 出 现 矛盾 . 

现在 假定 多 紧 逢 ,多 =(Fo, a€E 人 AU) 为 相应 于 多 的 分 布 函 数 
族 , (P,,， 7 之 1)CC 多 相应 于 (, nn 之 1)C, 按 Helly 定理 ,存在 
子 列 (F,, ,之 1) 概 收 化 于 广义 分 布 函数 G, 即 Fw(z) 一 -arG(z) 


(Y xEC(G)), 若 G 为 分 布 函数 , 则 按 定理 2. 3. 2,P, 一 >Q, 其 中 
Q 是 由 CG 产 生 的 概率 测度 . 这 表明 :多 是 相对 紧 的 . 现在 剩 下 的 问 
题 是 证 明 :G 为 分 布 函数 , 为 此 , 仅 需 证 明 :;C( 一 ce) =0， 
G(《 十 oo) 二 1. 多 紧 逢 意味 着 :对 Y e>0,3 a,2ER, 使 得 
sup{PR\[a,0), a E UU} Le 
>sup{ PR\(ab), a EU} <e ly a<a). 
让 a ,VEC(G), 且 a'&a, 5<0 、 则 
1—e<1—P,(R\(a0)) 
一 PC 一 Pute) SF 
之 1 — eG ) — Gla") 
全 1 一 e 委 CG(co) —G(— co) 
->C(eo) 一 CG( 一 co) 一 1 
故 按 CE 多 知 :C( 一 co) 王 0，CCco) 一 1 
定理 2.4.3 设 P=NCmay02), aE 有 2U, 为 (R, 久 ,Pp) 上 的 
Gauss 概率 测度 族 ; 则 多 紧 纺 的 充 要 条 件 是 : 
3 有 限 的 a 之 0, > 0, 方 sup|wio| 魏 a supc 全 5. 
证 令 KK, 二 [一 7j, 则 


他) — F(a') 


证 





1 rf (一 mo 
PR 一 去 -| 。 exp| 207 de 
—n _ 2 
十 | exp| 一 Cz 2 ja | 





2 1f” (z 一 | 1 
< 2| exp| 一 一 7 dz。 z 
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二 /守信 Z| ;nn lm| 
一 |exp|[ 一 到 jdz, 其 中 心 = 于 ， 


1 人 _ ono me 
P.RWK) > 有 | em jaz， 其 中 妨 二 2 


由 上 两 式 即 可 得 所 要 求 的 结论 ， 


8 2. 5 纶 收 全 与 特征 函数 


引 理 2. 5.1 设 定义 在 (R,: 多 ,p) 上 的 概率 测度 族 久 =(P,, nn 
之 1) 是 紧 镍 的 , 车 多 的 每 个 弱 收 敛 子 列 (CP, ,之 1) 都 收敛 到 隔 
一 概率 测度 卫 , 则 全 序列 多 弱 收 伍 到 PP. 


证 设 P, 六 >P， 则 3 一 个 有 界 连 续 函 数 万, 使 得 
| AcoPudzy | fale)P dz), 
即 3 e>0 及 无 穷 子 列 (mw， AZ1) ,使 得 
| Acopsdda 一 | PoPda|>e 
然而 , 按 定理 2.4.2,3 子 列 (w, ADCCuy kt21D) ,使 得 
Ps,—*Q. 
按 假设 Q=P, 因 此 
| fc)Ps do 一 | fo Pdz). 


这 与 子 列 (P, ,之 1) 的 性 质 蔬 盾 , 
引 理 2. $. 2. 设 定义 在 (R, 多 ,p) 上 的 概率 测度 族人 =(P,, nn 
之 1) 是 紧 锻 的 . == (g,, nn 之 1) 是 相应 于 多 的 特征 函数 族 ，8. (to) 


= | expGitz)P, (dz) (VER, nD 
则 “P, 一 >P” 等 价 于 “limgy() 存在 (V LER)”. 
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证 按 弱 收敛 之 定义 ,由 P, 一 >~P 立即 可 推出 Himg (存在 


(YER), 反 之 ,假定 对 V4ER, 有 limg tt) 存 在 ,如若 P， <P 
则 按 定理 2. 4. 2 和 引 理 2. 5.1 ,3 子 列 (P, ,上 & 宕 1) 弱 收敛 到 了 , 子 
列 (P。 ,上 宇 1) 弱 收敛 到 Q, 店 P 关 Q. 按 条 件 ,应 有 

| explitz)P (dz) 一 | ep (itz)IQCdz) (Yt € R)., 
按 特征 函数 的 唯一 性 定理 ,有 已 =Q. 这 就 出 现 矛 盾 . 故 P, 一 >P. 

引 理 2.5.3 设 F 为 R 上 的 一 个 分 布 函 数 .9 为 其 特征 函数 ， 

则 3 KK>0, 使 得 

| jar < da 一 Rere))d Wa>o0). 

{lz| 之 这 } a Jo | 


证 易 证 - 
infyel 1 一 | 一 1 一 Sinl 


= a ~— Regt))dt 
下 Ga 一 soscapdFcad 
= | 二 一 ssda)ddjdFcn) 
= 上 1 — DdFcr ) 


>infwz1 — 3 和 四 











ir a 
= | je PC 其 中 天 = 人 nl 


定理 2 5. 1( 连 续 性 定理 ) 设 F 二 (rus nD 为 有 上 的 分 布 
画 数 族 . D=(%,, "之 1) 为 相应 于 多 的 特征 函数 族 ， 1” 
(i) 若 古 二 了 ,其 中 下 为 分 布 函 数 , 则 - | 
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Rt > GO) (Vt ER), 

其 中 9 为 下 的 特征 函数 . 

GiD 车 gD 一 limg (oO 存在 (YLIER), 且 gb 连续 于 :一 0, 则 9 
为 某 分 布 函 数 下 的 特征 函数 , 且 FF, 过 

证 结论 (GD 可 直接 由 弱 收 和 敛 之 定义 得 出 . 下 证 结论 (ii). 设 

儿 二 (Pn 之 1) 是 相应 于 多 的 概率 测度 族 , 车 .这 紧 笨 , 且 

limg.() 存 在 (Y 1€ER). 则 按 引 理 2. 5.2,P， 一 >P, 这 里 卫 为 概率 
测度 , 按 结论 GD ,p00)->gQ) (VY 1ER) ,其 中 8 为 P 的 特征 函数 
因此 , 剩 下 的 问题 是 证 明 ,多 紧 逢 . 

令 已 =| 下, 汪 | .法 引 理 2. 5.3, 有 


PRB) = | dP) 生生 | Reg VY a>0). 


tl1z| 之 


按 Lebesque 控制 收敛 定理 ,有 
lim £| 一 Kepd)d = £ [~ Rept ao) 
按 假设 "连续 于 :一 0. 因此 ,对 Y ce 之 0,3 ao 一 ce) 二 0, 使 得 
1 —Reg)| Sie ly 0<t<a<a). 
又 对 Y a>0, 存 在 N=N(e,a) 之 1, 使 得 
PA(R\B,) < SE) 一 RepD)d 十 eCya > N). 


综 上 分 析 , 得 
P,RNBD < PR\B) < 2e (0 <a, n> N). 
-之 劝 紧 逢 . 
定理 2. 5. 2( 大 数 定律 ) . 设 $= (é&, n 实 1) 独立 同 分 布 ; 且 


El |<o0, 令 m=Eé1, 5,= 2 ; 则 十 S， -一 
证 令 pgQ)= 二 Eexp(ii&1) LER), 
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二 LS,, H(t) = E explity,) (t € R). 


按 独立 同 分 布 ,和 Ce) 一 | 外 二 | .显然 


wii = 二 1 十 iim 十 0G) ( 当 站 | 足够 小 时 ). 
因此 ,对 于 |t| 志 NN 过 oo0, 当 足够 大 时 ,有 


中 二 = 二 ol 二 | 
=—>9(1) = | l1+i Em 十 of 】 二 explitm) 
=9° 0) (YY ItN<<o). | 
即 RD HK (YEE R). 


显然 ,9 (连续 于 1 0， 村 (0)=1. 按 定理 2. 5.1(ii) ,9 为 
特征 函数 ,相应 的 概率 测度 为 

P*(B)=]1s(m) (VY BE %); 
且 书 ,一 = 已 , 即 FF. 定义 函数 f.: 


fr) = lookz 一 712) 十 (2 一 =m| 
则 对 Y se>0, 广 为 有 界 连 续 函 数 , 且 
| AcpP- (dz) 一 1=>| f(DP. (dz) -el 





loz CC) —m|), | 





一 lim| AczPdz) <limP(lr—m|=2)=1 
. “ 1 书 
一 limP, (|z —m| < 2e) 一 ] 即 郊 光 ， 一 一 171. 
定理 2. 5.3( 中 心 极限 定理 ) 设 $= (&,, n 之 1) 独 立 同 分 布 ， 
n= Eé,, m=E(é.—Et) 0, S, = 之 和, 则 


S, — nn _w. 


一 > ,其 中 导 服从 正 态 分 布 No,D， 


证 不 妨 设 m 一 0. 让 
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Ht) = Eexp 





.5, t 、 .1 
天 | ， 中 - | = Eexp|， ji | 
则 9 人) 一 =¢|- 二 二 | 易 证 
(人 
dz 千 )=1 一 甸 + 有 | 二 ,其中 二 ;0 
设 (z4， 1 志 kSn) 和 CGws，1 志 hn) 为 两 族 其 模 不 超过 1 的 复数 , 则 
| TI 一 Tw =| (I —w) TT + wl TT> 一 Hw) | 
k=1 k= k=2 k=2 .k= 


<ia—wl+ | — [wel 
k=2 =2 

















由 计 B() 二 30 可 知 
"d= 和 [1 一 到 0 (ViER) 


有 2 
一 limo, (ti) 一 iml 1 一 纯 ] 一 ez (YL ER)， 


按 定 理 2. 5. 1(ii), 便 可 得 所 要 求 的 结论 , 
$ 2.6 ”大 偏差 与 重 对 数 律 


大 偏差 研究 变量 离开 均值 很 大 时 的 准确 上 下 界 问 题 ,目的 在 
于 利用 这 种 界 探讨 大 数 定律 中 的 收敛 速率 ,并 由 此 导致 重 对 数 律 . 
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(一 ) 矩 生成 函数 


设 习 为 定义 在 (2, 丈 ,P) 上 的 rv， 令 
MG) = Eexp(tX) (Vi ER), 
CO) = logMG) (Vt ER). . 
则 分 别称 WCGD) 和 CGO 为 和 的 矩 生 成 函数 和 累积 生成 函数 , 显然 
有 


Xt = MYO C0) = MO ~ OD 


MG ~ 
MA CO 一 TO MY 


C(0) =0, CI (0) = ZX, C0) = EX’?— (EXY. 
此 外 ,还 具有 下 列 有 用 的 性 质 : 

Gi) MG) 唯一 决定 X 的 概率 分 布 Px;. 

G1) MQ) 和 CCD 均 为 下 凸 函 数 ， 
下 实 上 ,M'() 二 EX?e 0 


CQ) = — 1 MOM) — (M (2))’); 








ye 
MOM =| etm pedn) Prd 


-二 | Cz 十 ze Prdr)Px(dz2) 


>|， rize tm pr(dr) Px dz) = OM CD) 
之 CC 0. 从 而 MG 和 CGO 为 下 凸 函 数 . 
(二 ) 大 偏差 


设 Y 为 具有 0 均值 的 rz. v. 大 偏差 问题 就 在 于 估计 概率 P(Y 
之 a) (a>0). 这 等 价 于 ， “y 具有 均值 ~a(e>0)， 信 计 概率 已 (Y 之 
0).” 

定理 2.6.1 设 EY<0， POY>)>0. 由 


o> PY 20) BoP 0) exp Le 


PW0)) 
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其 中 r 由 等 式 o=M(7) 一 infM() 决 定 ， 
0<<p<1，0<r<<coc， 
Pz(dy) = BerPrldy), S = (EZ2)Y. 
证 首先 由 等 式 M(z) 一 infMCD) 定 义 = 一 MD, 则 0<p<< 

1, 且 r>0 为 有 限 实数 . 事实 上 ,注意 ， 

M(0) = 1. MO FH, M'(0) = EY < 0,. 
刚 MQ) 在 0 附近 单调 下 降 . 于 是 

. infMG) <1, +>0. 
由 PCY>0)>0 知 :3 yo>0; 闻 PCY2w)>0. 于 是 
M(t) > Ele lv) EPY > > MO 


这 表明 :r 为 有 限 实数 . 显然 ,对 YEER, 有 MGD 盖 0. 于 是 co>0. 故 
0<< 2<<]. 

现在 定义 辅助 变量 Z ,使 得 

Pz(B) = 二 | erPy(dy) (Y BE %), 
JB ，. 

其 中 Pz ,Py 分别 为 2,Y 的 概率 分 布 . 则 Z 具有 下 列 特点 ， 

EZ = | <Pz(ds) = | besPrdy) 一 BM (7) = 0; 

Mz(t) 人 Ee” = | BerPrldy) 一 Mee 二 由; 


S? = EZ? 一 | > Be"Pr(dy) = MD > 0. 
我 们 证 明 :P(Y 宕 0)<o. 事 实 上 
PCY20)= P(e 21) Ee =MG) (Yit>0). 
让 :一 z, 由 此 式 便 可 得 P(Y 关 0) 委 2. 
最 后 讨论 P(Y 之 0) 的 向 下 不 等 式 . 令 p= 二 P(Z 之 0), 注意 ， 
Py(dy) 二 pe ”Pz(dy), 则 可 得 
，75。， 


PlY 宇 0) = | Py(dy) 一 | Ce ?Pz (dy) 一 Ce 一 ， 
{32>0} 人 3 之 0)} 
其 中 e~ ?=e-"1(zs6y). 注意 ,logz 为 上 四 吕 数 ,一 logz 为 下 凸 函 
数 . 定义 辅 变 量 Z, 使 得 
Pz(B) = 方 Pz(B 站 {2Z 宇 0})) (Pz 为 之 的 概率 分 布 )， 
则 e-2 一 | epPpy (dz) = ple-rz, 


按 Jensen 不 等 式 , 有 
. E(— log ez) 之 一 8CEe ) 


rz Ll 
—>log(Ee ™") 之 — E(rZ) = 5 (yo o> Pz(dy) 
TS 也 mS 
一 一 宇 > 一 全 
P J ty>0} Sfz(dy) 之 p 
79 


之 一 0 = logp + log(EFe-?) > logp 一 > 
TS 


四 
之 0 委 万 一 一 一 一 PZE0) — logP(Z 之 0). 


定理 2. 6. 2( 估 计 9 的 下 办 ) 设 EZ 二 0, 5S? 二 EZ’, 名 
= 一 5Z , 则 p= P(Z>0) 之 千 
证 设 Z+=ZV0, 2Z-=2Z+ 一 2Z. 则 2+ 为 非 负 r.v， 利用 
Helder 不 等 式 , 可 得 下 列 各 式 ， 
S: = EZ = E(2+)? + E(2Z-)’; 
E(Z+)? < (Elzyo)i (EZ)i = pe | 
FE(Z-) = E(Z 2 EZ)IEZ < CEZ- 3 
EZ- ~ EZ+< pi(E2)1 ~ &. pi 
一 3 pi 十 (EZ2 St < plt? + pié? 一 21 人 
76 ， 


二 之 


4 
定理 2. 6. 3(Chernoff 定理 ) 设 (X,, n 之 1) 独 立 同 分 布 , 且 
EX,<0, P(X,.<0)>0,EXie™<oo (Y 1>0), 则 


lim TlogP( YX 之 0) = logp, P= infke™. 
Hoo i 二 1 t 


证 令 针 = 多 ， 则 EY,<0, 且 
PO(Y,>>0) 宕 P(X>0,1<iRn) = P(X >0)>0. 
这 表明 ;对 VY n 宇 1,Y, 满足 定理 2. 6. 1 中 的 条 件 , 令 
M.,(t) = Ee = (M())’”, 
则 p, = Ee™w, = (Ee™)" = (M(r,))’; 
= infEe™ 一 in{ (MQ))" 一 (in{ MO))" 一 太 
>M(z,) 一 Mr) 
字 m 一 r，0 王 0 (Vn 之 1), ?= MO)., 
现在 类 似 于 由 了 产生 变量 Z ,而 由 部 产生 Z., 即 r.v. 2, 具有 
概率 分 布 
Pz (dz) = pe “Py (dz) 一 ZerPr (dz), 
Z 的 矩 生成 函数 Mz 为 


1 (MG 十 六 下 
Mz,(t) = M(t +) | ; ). 
设 Vi 是 由 XX 产生 的 r.v. 则 (CV;, 1 志 i 全 7n) 独立 同 分 布 , 生 2 


与 Vi 具有 相同 的 矩 生成 函数 . 按 唯一 性 ,Z, 与 之 V; 具有 相同 
的 概率 分 布 ,于 是 


E2, = E( yy = 
i=i 
‘S51: = E72: =E| Sy) “一 nEV? =.nS? = GM'(r) >0. 
1 一 1 
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$=E2; = E( DV)’ = EV, VVV,) 
:=1 Niziaiy 
=nEZ! 十 3 一 1) (E273) 
一 2 十 3202 一 1)91. 
的 这 个 计算 公式 可 以 从 网 2. 6-1 中 得 出 . 





Ch 会 (=i) ,会 (i) ) 


图 2. 6-1 总 的 计算 图 | 
《注意 ;图 2. 6-1 中 相应 的 结果 均 要 用 到 (V;，1<i&n) 的 独立 性 )》 
上 述 分 析 表 明 :Z, 满足 定理 2. 6. 2 中 的 条 件 . 于 是 


P(Z, 之 0) 之 Sr 0 
“二 > 巷 40 如 十 32(02 一 1)S 拉 


， 4 
校 假设 和 <oo, 于 是 ,3 o>0( 与 4 无关), 站 溢 >a (Yn 之 1). 按 


定理 2. 6.1, 有 
PO 之 0) = Ce 2 


0 ~ 0, < - logP(Z, > 2 一 0) 三 一 2 logr 四 


-cs ol 





. 1 
之 TlogP(Y, 宇 0) 一 二 zlogo 一 Of Vi ))= logo 一 dl | | 
. 78 . 


3 


= lim LlogP (Y, 之 0) = logp. 
Chernoff 定理 在 假设 检验 问题 中 有 重要 的 应 应 用 , 设 (X,，n 之 
了 ) 独 立 同 分 布 ,到 值 于 (0,1) ,分 布 为 
PX: =1)=p, P(X = 一 0) 一 0 一 1 一 2. 
RO 
令 SS, 二 之, 则 


a 


PS, na) = P(X ~ a) 0). 
假设 0<~p=<a=l ,Yi—=Xi—a, 则 
EY.:.=(1—~Op~ag=p~a<o. 
POYi>0)=P(X>a)= P(X 一 1 一 户 盖 0. 
表明 ; 当 0 和 pp<a<1l 时 , CY, nn 宇 1) 满 足 Chernof 定理 中 的 要 
水 
首先 求 logw, 计算 YY; 的 矩 生 成 函数 : 
M(t) -一 Ke 一 ef 十 Ce 一 “， 
让 M 一 0, 即 得 :e 一 化 ,其 中 1 一 a, 于 是 


拓 )- + 器) = 了 (从 


logp =loel 9) +allo (| 一 iog| 2] 
| 
加 


mr 
bt 


P=M(r)=p 








一 alog 





Z| 十 ulog[ 4 


— logp = alog 





b 
ol 一 
十 oel q | 
按 Chernoff 定理 ,得 


lim TlogP( yy >0 )= logp 


kl 


过 P(S, 之 74) 祥 ep (nlogp). 


令 Kla,p) 二 一 logp 一 alog| 上 < p 二 blog| “|， 则 
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P(S, 之 na) exp( 一 ?KR(a,p))( 当 于 足够 大 时 )， 
现在 考虑 假设 检验 问题 :假定 参数 p 未 知 , 即 不 知 试验 序列 
(XX,， 7 之 1) 的 分 布 .但 分 布 只 依赖 于 一 个 参数 p. 关于 参数 p 有 
两 个 竞争 性 的 假设 ， 
假设 Hi: p=ph; 假设 TH;: p= pe. 
其 中 0<pi<ps<<1. 
情形 A 设 0<pl 达 a 过 pi 过 1， (Kis 1 二 si) 为 Bernoulli 序 


列 的 次 试验 结果 ,让 3, 一 之 和 
如 果 5S, 宇 na, 就 接受 假设 忆 . 
如 果 S,<na, 就 接受 假设 厂 :. 
让 P(S, 衬 na1 栈 |) 表示 接受 假设 瓦 , 的 错误 概率 . PCS,<na|H;) 
表示 接受 假设 已 , 的 错误 概率 . 按 假定 ， 
PS, 完 nalHi) ~ exp(— nk (a, pi)), 当 n 一 oo 时 ; 
P(S, <nalH2) ~ exp(—nK(a,p)), n> co 时 ， 


PCS, <nalH;) =P{ > (Ge ~— Xi) > 0|H,) 
- k= 1 


=P,( a — Xi) >0), 


- k=1 
其 中 P; 表示 对 应 参数 pi 的 概率 测度 . 令 :=a 一 X, 则 
EY, = ps ， (a—D)+ga=a— p< 0; 
PY >0) = Pa —X>0) = P(X =0)=g>0. 
施 按 Chernoff 定理 ,有 


P( OY, 0H;) ~ exp(—nK(a,p2a)) (n> co 时 )， 
k=1 


情形 B 当 0<p 达 ps 过 1 时 ,给 定 aE€ (pi,p2) ,使 得 
K(a, pl) = K(a,p2), (2. 6-1) 
即 两 个 偏差 概率 相等 . 问 在 此 种 情形 下 ,会 有 些 什么 样 的 结果 ? 方 
Bb 80 和 


we 


程 (2.6-1) 即 为 
alog| 2 -| 二 Mlog[ 子 
解 方程 (2. 6-2), 即 可 得 解 


=alog| 4 -| 十 bog| 过 |， (2. 6-2) 





al(pi, Pp2) 一 








= 
2 
K(alpi,p2), Pi) = alog| 4 pi | 十 4 — ologl 局 
考虑 下 列 估计 ， 


log(1 十 Z) 一 工 一 二 十 Orz) 当 x 一 0 时 ， 





KCp+ xp) = (p + zlog| 了 让 | 
+ dp- zlog| 之 了 |， 
rz\I_zr_1zx 3 
log(1 十 二 | 一 到 2 pt OD); 
二 __xX_1lz 3 
gl | 一 q 2 
一 十 寺 生 十 O(zs 
(p + x)log 1 十 到 | z 十 i (23); 





(Gd 一 zlog| 1 一 引 一 一 并 十 二 二 十 DCz) 


=>K(p + zx,p) = 孝 ‘二 OC). 
让 旋 二 p， pz 二 p 十 4， 则 


y(t) Aaltpsp+) = p+ zt + OC). 
=—>K(a(lp,p it),p) = KIp+ St 十 OQ?),p 
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= spo + OW) ( 当 t1 -0 时)， 
命题 2. 6. 1 为 了 对 很 小 的 上 值 能 区 分 p. 二 p 和 ps 二 p 二 4, 在 
选取 4 使 两 个 偏差 概率 相等 的 前 提 下 ,偏差 概率 大 约 为 

exp 一 | 。 


当 /= 广 时 ， 名 一 二 (最 大 值 ), 偏 差 率 为 exp| 一 于 
当 p= 上 时 , 信 其 吕 为 exp| 


一 并- exnl | 
220 人 了 
例如 , 设 pi 二 0.1. 这 时 ,有 


下 


2 
ft? 
exp| 


§ 





|= ex | <opl 
8X0TX05 人 | 

注音 ， a 36。 和 这 表明 : 当 5 
0. 1 十 上 能 区 分 


只 要求 有 36 nf 


7 人 
-和 
5 十 能够 区 分 开 时 


与 0， J» 
内 样本 长 度 . 

加 来 人 六 避 率 exp(—nK 《at ps) pi )) (0<pi< pe 
1) 很 小 , 则 在 分 布 p: 下 接受 假设 Hi; 在 分 布 ps 下 接受 假设 妃 。 
(三 ) 重 对 数 律 。 

定理 2. 6.4 


设 (X,, nn 实 1) 独 立 同 分 布 . EX 二 0,， EFEX? 二 1， 
EXte™ <oo (¥ 1>0), 5,= 2 XK. 若 
a 


求 Gn oo Ve 出 





次 列 《a， n 这 1) 满足 要 
7 斤 
P(S, > Va, ,) = CXD 
证 仿 Y, 二 5, 一 


一 sl 十 总 | ,其 中 如 -0 
va, EY 


na<0 量 
POY, > 0) > (x 一 本 > ol 盖 0 (当头 足 够 大 时 )， 
7 > 
于 是 , 当 疡 足够 大 时 ,定理 2. 6.1 中 的 条 件 满 足 , 设 MQ), CG)， 
rm OZ 均 与 了 相应 的 量 ( 见 定理 2. 6.1), 则 有 
[3 82 本 


POY, 0 = pe %, eo= Ee liz>n)， 


首先 考察 rr 设 m(0，c(D) 分 别 为 X 的 矩 生成 和 黑 积 生成 了 
数 , 即 m(i) = 二 Ee™i, c(t)=logm(t). 按 独 立 性 ,有 


NM GD = Ee =| oem| 一 名 | ， 
C0) 一 logM GD =—t Vaa,t nk), 
显然 ,mr 满足 方程 M, (iD 一 0， 也 满足 CD) 一 0, 即 


cr) = -和 
Vn 
注意 ,c(0)==c 0) 一 0，c"(0) 一 (0) 一 ER 一 1 因此 ,0 为 cG) 的 





本 
最 小 值 点 ,县 rr>0. 由 inc co)=1 知 





ce 十 O| 至 | 


~ TT) tT Olr?) > 二 一 一 一 ， 
© Cn) | /i [| 


logp, =logM, (rt): =— Tt, Vina, nc,) 


二 一 a,V nt 十 |e (2) dE 
0 


一 一 wa， vi r 十 中 "G+ OG)d 


一 一 六 + Ola?). 
最 后 考察 %. 轴 变 量 Z, 具有 和 珑 生成 函 ? 数 二 -Mr 十 站 及 囚 积 
D,() =C,(r, + 7) — logo, 
= 一 人 十 De vn 十 nCGr +t) ~ logp,. 
注意 ,Z, 的 均值 为 0, 即 M,C) 二 0. 从 而 ,有 以 (07 一 0 


DD"(0) = nC"(T,) = n(C”(0) + O(7,)) 


S? =EZ’ = 
. 83 外 


=n(1 十 O(7,)); 
Di(0) = nCW (zr,) = O02); ， 
EZ! = 3S! 十 Dop(0) = 3 十 ol)) + DC0) 
4 (4) 
= 和 一 im 2 


1 一 co hoo 1 





这 表明 :3 a>0, 让 a 与 nn 无关, 是 一 与; 
按 定理 2.6.2, 有 


P(Z, 之 0) 之 a 之 0. 当 n 足够 大 时 . 
按 定理 2.6.1, 有 
ro < 0 和 car 一 joga. 
按 myS, 的 估计 ,得 


jx 


0, = O(a,) = ola?). 
综 上 分 析 , 得 


PlY, 之 0) = exp 





z 一 了 al 二 GD)|， 
令 吕 =o(1), 则 & 一 0. 从 而 ,得 所 要 的 结论 . 


定理 2.6.5 设 (X,, n 之 1) 独 立 同 分布 ,; 具 有 均值 0 和 方差 
1, 则 当 a 之 V2 时 ,有 








PP 
| Vn Vn 
天 
其 中 M,=V Si, So 一 0; St= Xi 
证 令 Aj;={Mj-1<a Vn <M, ; 则 对 Y 0 过 pa, 有 


M, >o|<27|- 访 之 -V3 











[六 > =V4= (Laan 污 >“ 一 有 
Un 六 <e4 
c(UaN ( 沪 <«-8jU | 芳 >“ 一 4| 


ov Na 

















并 考虑 (X,, an 之 1) 的 独立 性 ,有 


P|4n |[ 访 Sa—Bb 8) <Preay. P| > 大 > 有 


WA 





二 工 _ 
aElS, — SPA) 











au 一 ls | 
/> + 志 PA) 
>| wf > 中 < En| 六 > 有 | 
7 
当 1< 8 委 v 时 ， 
选取 p==V 2 a, 则 由 上 式 即 得 所 要 的 结论 ， 
注 这 个 定理 可 以 推广 成 如 下 形式 : 
若 1<p 和 “<, 则 


| 扣 >。 











过 





;Er| 革 > 


定理 2. 6. 6( 重 对 数 律 ) 设 (X,, n 宇 1) 独 立 同 分 布 ,有 具有 均 
值 0 和 方 益 1.， So 二 0， S, 一 之 总 则 


:| lim 5 = 1 二 1, 其 中 MK2D 一 (2nloglogn). 


此 结论 等 价 于 和 G0) 同 时 成 立 
QD) POS, po), L. 0)=0 (V €>0); 
(1) POS, 宇 (eGn), i.0)=1 (VY e>0). 
证 控 定 理 2. 6, 5 对 V 1<0<<0Oz ,有 

中 六 >0n|< 中 ?| > > 


1 
答 必 个 co， ， ->0, 则 按 定 理 2.6. 4, 有 
nn 





二 一 Ox, 一 pb, | . 


r| 六 之 0x B,| 一 EXb 


7 ) 
其 中 总 一 0. 

选 正 数列 (8 k 之 1)， 让 6440，27V<o0, 然后 选 正 整 数列 
人 之 1)， 使 得 





冯 (Or P71 十 6 » 


了 2 Pr + 
0 
则 按 Borel-Cantelli 引 理 ,有 


A . 
宇 0, Xu? 1 0。 


选 h.=h>1 令 一 研一 >1, 册 
zn 之 之 (2logor! 十 2logp 7) 十 有 
令 由 一 V 78 一 1 人 
Vz,, 
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P = 0, 











2 , 则 当 满嘴 4-1 过 nn 和 4 时 ， 有 





1 S, 2， 
一 之 (十 | 六 二 之 (十 on 
\ VO £8—1 


M,, 
=[s,> +o Va) co 疡 > 十 oun 
天 


令 0. 委 (十 6)w, 则 





<- > (1 十 e)xzw，r.O， 一 0， 


P -一 
| 沪 
为 证 结论 GD) , 取 
k 
了 = (2loglogm)Y, logns (2 (0 ~g=1), 
A 
[ep (0), | 


1 
2 





exp| 一 二 (1 一 oo ， 显然, 凡 之 1， 且 m1. 选取 e 0, 使 得 
1 < 二 (各 十 0 一 0) 坟 ( 十 Ou( 当 足够 大 时 ). 
于 是 , 选 定 0<g 过 1. 让 二 , 则 当 B>1 时 ,对 足够 大 的 ,有 


bz > (2log6r' + 2logB") +B 





= 方 > 0 十 (2loglogn)3,i.0. | = 0 一 GD 成 立 . 
下 证 G6), 为 此 ,考察 y(n) 应 满足 哪些 要 求 ， 


(LI ) 要 求 3 子 列 Ga, 之 1) ,使 得 
AD) > OO 


oo 
Wp 一 71 





LL 一 ?一 } 
_ 1 ezomw 
exp| 2 ne 一 各 -1 之 六 ， 


其 中 6. 0， 之 图 一 co， 0<a<1, 这 时 , 按 定理 2. 6.4, 有 


87 。 


P(S, 一 Sn 之 aglni)) =P(Snn, 之 agln)) 
1 a (711 ) 


二 exp| 一 一 
. 2 nn 


其 中 名 一 0. 


《1 十 名 )|， 


按 Borel-Cantelli 引 理 ,得 


PS, — Sam) :io.) 一 1 


按 对 称 性 及 结论 GD ,对 Y 0>1, 有 
己 ( 一 人 _ Opn 1), i.o0.) 一 1 


时 站 


过 PC5, 之 a nr), i,0,) 
=P(S, 一 人 ， 宇 a pOn) 一 Sa 
一 OF-_1), 1.0.) 
宇 P(S 
其 中 «=1 一 s. 
(IT ) 要 求 Dl 公 > > 
te 2 & 盖 1 ,使 得 一 一 一 pn) ) 入 宝 , 令 “一 "十 去: 并 选 0>>1， 
分 0<a<1,， 则 按 (I ), 有 
PlS, 一 S。) Sa pm) + Oplr_1), i.0.) 
“| fn) ， i, 0， | 二 1, 
PS 之 (1 pm), i.o.)=1. 
( 开 ) 验证 gn) 二 (2nloglogn 闪 满足 要 求 (1 ) 和 (1 ) 
注意 ， FC) -< log| 寺 -到 取 n 二 gq(1 过 <q),6;== 去 1 ,及 1— 


Si, SG) + Op), i.o0.), 


>P|5, — Sa, > {2+ 








LL 一 12 一 


工 一 oz. 选 4>1, 使 得 


2 


ral) = [二 log(k — 1) + logloga\} 
pu)  \g logk 十 loglogaq 
为 此 ,x 满足 1<x2 和 co, 即 保证 上 式 成 立 . 
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& | 一 


归纳 起 来 得 如 下 一 组 关系 
1<< 训 十 中 cc 一 1 一 e 十 二 ， 1 二 过 gq， 
1<0, 0<a<l. 
只 要 不 等 式 e+ 大 >| 1 一 二 | 有 和 解 gd 之 1, 则 上 述 关系 组 就 
有 解 存在 . 然而 , 当 e>0 足够 小 时 ,此 不 等 式 一 定 有 这 种 解 存 在 . 
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第 三 章 条 件 期 望 


条 件 期 望 理论 是 现代 概率 论 中 的 基本 内 容 之 一 , 它 在 过 程 论 
中 起 着 特别 重要 的 作用 . Markov 过 程 , 靳 过 程 等 都 是 在 此 理论 基 
础 上 提出 并 展开 的 . 本 章 着 重 介绍 条 件 期 望 的 基本 概念 ,基本 性 质 
及 某 些 应 用 . 条 件 概 率 将 作为 条 件 期 望 的 特例 仅 作 简要 介绍 . 


3 3.1 Radon-Nikodym 定理 


R. -N. 定理 是 测度 论 中 极其 重要 的 结论 之 一 . 它 是 条 件 期 户 
理论 发 展 的 基本 根据 . 本 节 将 比较 详细 地 介绍 这 方面 的 知识 . 


(一 ) Hahn 分 解 和 Jordan 分 解 


定义 3.1.1 设 (Q, 多 ) 为 可 测 空间 ,v 为 多 上 的 实 值 集 函 
数 , 且 具 有 -可 加 性 , 则 称 " 为 (2, 多 ) 上 的 有 限 广义 测度 ， 

按 此 定义 ,有 限 广义 测度 > 具有 下 列 性 质 : 

GD v(Q)==0,v 具有 可 加 性 ， 

(i) vCA\B)==v(4) 一 v(B), 其 中 4A,BEF,， BCA. 

定义 3.1.2 设 v 为 (Q, 久 ) 上 的 有 限 广义 测度 ,EE 多 ,车 对 
Y AEY 久 ,上 且 ACE, 有 v(4) 之 0( 志 0), 则 称 瑟 为 v 的 正 集 ( 负 集 ). 

按 此 定义 , 正 、 负 集 具有 下 列 特点 : 

(Qi) 车 EE 多 同时 为 正 、 负 和 集 , 则 yA 站 E)=0 (Y AE€); 

(ii) 若 上 EF 为 正 集 , 则 对 Y 4E 久 ,ANMmE 亦 为 正 集 , 且 
vAAfNE)v(E), 即 v 为 多 门 E 上 的 一 个 有 限 测 度 . 

引 理 3. 1.1 有 限 个 正 ( 负 ) 集 之 交 , 可 列 个 正 ( 负 ) 集 之 并 ,两 
个 正 ( 负 ) 集 之 差 均 为 正 ( 负 ) 集 . 

证 设 E、E, 为 两 个 正 集 , 则 EECE, EN\NECE, EU 

es。 QO0.。 ， - 


二 BiNEzUEANE1UEiNE2. :从 而 ,由 yy 的 co 可 加 性 知 :结论 对 有 
则 
UE 一 UE,, 

其 中 E=E, ， B=E\UE, = 站 (EN (% 宇 2), 且 每 个 E 为 正 
集 . 按 v 的 -可 加 性 ,WWE 为 正 集 . 

定义 3.1.3 车 巨 为 v 的 负 集 , 且 vE)<<0, 则 称 E 为 v 的 真 
负 集 . 
按 此 定义 , 真 负 集 的 可 测 子 集 不 必 为 真 负 集 ， 
3| 理 3.1.2 若 4E8 为 不 含 v 的 真 负 子 集 , 则 4 为 正 集 . 
证 采用 反 证 法 . 假若 4 不 为 正 集 ( 但 也 不 必 为 负 集 ), 则 
3 EC4, BoEF ,vBEo)<<0. 按 条 件 ,E 不 为 真 负 集 . 因此 ,Eo 
不 为 负 和 集 , 令 

- Ko= sup(v(E): ECE, EEF}, 

则 Ko>0. 于 是 ,3 ECEo, E1.€9F, 池 v(E1)>Ko. 这 时 ,EN 
EC4, 且 VENE)=v(E0) —v(E)<0. 按 条 件 , Eo\E 也 不 是 负 
集 . 以 Eo\E 代替 匹 , 重 复 上 述 论证 过 程 , 则 可 得 玉 , >0，E2CFEAN 
E, vBE2)>FK, y(EoNENE2) 过 0，Eo\EW\E; 不 为 负 集 . 继续 这 
列 性 质 ， 

GD) UECE,, E,=ENUE, 22), ENE,—g (nFm); 

(2) K,=sup{(E): ECENUE}>0; 

C3) AE,)>FK i nD), vB ) <0, ENUE) <0; 

CO Ko 0< 汪 PK HE) = UE) <co] 
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(5) v(FO ED) —v( VE) <0, 其 中 Fo=ENUECA; 
(6) 对 Y Fo 芒 4' E97 ,有 


yA) sup(vE); EC ENUE.) = K,—>0 


二 为 4 中 的 负 集 . 
性 质 (5) 和 (6) 表 明 :Fo 为 4 中 的 真 负 集 . 这 与 假设 矛盾 . 故 引 理 成 
立 . . 
.， 前 面 提 到 过 ,rv 为 它 的 正 集 之 可 测 子 集 类 上 的 测度 ,那么 是 否 
在 2 中 存在 一 个 最 大 的 可 测 正 子 集 呢 ? 下 面 的 分 解 定理 就 是 回答 
这 个 问题 的 . 
定理 3. 1.1GHahn 分 解 ) 设 y 为 (0， 学 ) 上 的 有 限 广义 测度 ， 
则 存在 v 的 正 集 4 和 负 集 B， 使 得 
; AUB= :00» ANB=S. : 
证 令 a=sup 信 (E); 尼 为 正 集 )， 则 可 选 可 测 正 集 列 (4.， 
7 之 1D), 3 limv(A,) =a,; 令 A=U4, ; 则 A 具有 下 列 性 质 ， 
G) 4 为 正 集 ( 按 引 理 3. 1.1); 
“(2) v(A)=a. 事 实 上 , 按 (1)， 有 NS 按 ， 在 正 集 类 上 的 
单调 性 ， 有 
vA) 宇 v( VA) ~ eu) 一 Qi 


(3) 令 B= ONM=A4， 则 B 为 ， 的 负 集 . 事实 上 , 按 引 理 3.1.2 
(将 负 换 成 正 ) , 仅 需 证 明 ;B 中 不 含 可 测 真正 子 集 . 假若 不 然 ， B 含 
有 一 个 真正 集 EE€EZ, 即 Eo 为 正 集 ， 且 vE)>0. 那 2 ,由 多 介 A 
= 好 而 有 

vA UE) =v(A) + rEo) > a. 
这 不 可 能 , 因 4Uz 为 正 集 ， 
归纳 上 述 分 析 , 得 分 解 “ 
0 一 4UB,4PnB8=O 4 了 2 分 别 为 正 . 负 集 . 
注 _Hahn 分 解 一 般 不 办 一 . 原因 在 于 ;有 可 能 存在 非 空 可 测 
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子 集 忆 ,使 之 同时 为 "的 正 . 负 集 . 于 是 ,"(CD) 一 0. 这 时 ,将 D 加 到 
4 或 互 中 均 不 改变 它们 的 正 、 负 性 . 然而 ,这 个 事实 表明 ;Hahn 分 
解 可 唯一 到 一 个 ~ 零 集 ， 
定义 3.1.4 设 " 为 (2, 多 ) 上 的 有 限 广义 测度 ,A、BE' 久 为 
关于 v 的 Hahn 分 解 . 定义 测度 上 
vt (E)=v(E NA),Y (EEENB) (VV EE). 
则 称 性 ,三 分 别 为 "的 上 ,下 变 差 , 称 必 一 地 十 扩 为 的 全 变 差 
引 理 3. 1.3(Jordan 分 解 )， 设 v 为 (0,) 上 的 有 限 广 义 测 
度 , 则 "一 半 一 上 , 即 
veE) 一 贱 ( 瑟 ) 一 三 (E) (VEE). 
证 设 A,B 为 vv 的 Hahn 分 解 , 则 
v(E) =v(E NM A) + vlE NB) 
= (E)—w i (EE) (VEEY), 


(二 ) R, -N, 定理 


定义 3.1.5 设 jv 分 别 为 (Q, 多 ) 上 的 测度 和 有 限 广义 测 
度 . 若 EE9S, jp(E)==0, 必 有 v(E)==0, 则 称 v 关 于 py 绝对 连续 . 
记 为 v&pn 若 3 NE , 闻 jy(N)=0,v(ENN')=0 (Y EE YZ ), 
则 称 " 关 于 是 奇异 的 . 记 为 ”| 
引 理 3.1.4 让 Amy 按 定义 3.1. 5 中 所 设 , 则 
veo (Cr | (Cn. 
证 设 A,B 为 0 的 Hahn 分 解 ( 关 于 ,注意 ， 
AGE) = 0 < nA MN E)= 0, nuB ME)=0. 
若 wx&p， 则 当 p(BE) 二 0 时 ,有 vi(E)==vC(4A 人 站 E)=0， 
| (EE)=—v(BNE)=0 
>H€p, vIn. 
反之 亦 然 ， 
引 理 3.1.5 设 (0, 久 ,pw) 为 测度 空间 ,vy, vv 为 (QR, 多 ) 上 的 
有 限 广义 测度 , 若 yw 才 (x G= 二 1,2), 则 


.93。 


由 士 凤 < 妇 CL. 
引 理 3.1.6 v&p, Brvjip<—>v(E)=0 (VYV EES), 其 中 
为 测度 ,v 为 有 限 广义 测度 . 
引 理 3.1.7 设 (02, 久 ,pj) 为 oc- 有限 测度 空间 , (0,. 祈 ,为 有 
限 测度 空间 , 则 存在 非 负 多 -可 测 函 数 了 及 (2 多 ) 上 的 有 限 测度 
Ve 和 Le 
| 一 上 十 5 
其 中 wo vp, 有 (BD =| fdp(Y EE 7). 
证 首先 讨论 为 有 限 测 度 的 情形 . 令 . 
== { 六 了 非 负 多 -可 测 , 且 | /an 和 vB (VE € 7)}. 
显然 ， /一 0 因此 ,五 非 室 , 设 (gj, 1 坟 i 才 1)CF; 则 
: g= maxg: ER 
事实 上 , 令 r(ow) 一 inf{(&: gC) Ea)), 刚 


0 = 蝇 (c = 月 ， (一 名 (r=) = EAD) 
=|, gd = >| ps p= PJs gd ， 


< YE N (=)= VE) >gE€F. 


令 <=sup{| fdp: ‘en ; 则 av(0), 匡 可 选 gEF, 店 a 
一 limj gndy. 不 妨 设 g 个. 令 
f= limg,. 
则 按 单调 收敛 定理 ,有 
| fdpx = im|， gndk 一 4 挟 v0), 
定义 测度 ws (EB) 一 | .fap CY EE 7)， 则 为 有 限 测度 , 且 + 


<&k 定义 测度 :二 vy 一 %, 则 为 了 得 到 引 理 中 的 结论 仅 需 证 明 ， 
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5 A 为 此 , 令 


] 
和 


则 对 Y 2 之 1 为 有 限 广义 测度 . 按 Hahn 分 解 定理 ,存在 者,，B， 
分 别 为 罗 的 正 、 负 集 , 使 得 

0Q=A,UB,, AfB,= 8. 
按 丸 的 Jordan 分 解 ,得 


sENAD TAENA), 


“ENB)S<TAENB) WEEY) 
(EE) = EE) +E) =u) Fu EN AA) + rE NB,) 
xD 十 二 KE A) +uENSB,) 
>uB) 十 二 ACE 4) 
= | ar (YW EE), 
其 中 加 = 二 二 14,, 且 加 EP. 从 而 ,| hodx<e. 注 意 ,| fax 一 <， 
故 /AW)=0 (VY nD). 令 N= 昌 4， 则 AN)=0， 
NY =u( NA =u( NB)I CYB) CEB) -0 


-> 人 
现在 讨论 x 为 c 有限 的 情形 . x 的 o 有 限 性 表明 :3 E,€ 
多 1 宇 1) ,使 得 
ENE= YUAND, =UE,, AE)< (nl) 
令 FF NE pp uly, 
MY nn 芝 1，(， 了, 14) 为 有 限 测度 空间 . 按 前 -一步 之 证 ,3 非 
多 可 测 函 数 ,使 得 


。05。 


Jr 一 上 十 由， 
其 中 史上 和， w(E) 一 | Paucv EEe%,). 


令 fw) = 2 hkl, (wo)， 


w(E) = DuE NE), 4(E) 一 yw NE,) 


中 一 1 


( EE 7), 
则 /一 此 十 2 


其 中 Lp ulE) 一 | fd (VY EEF). 
事实 上 ,显然 ,ff 是非 负 多 -可 测 的 , 由 ww 上 知 ; 3 NE 
Fy F pAN)=0, AENN,) =0. SN=DN,, 则 


ACN) = SN,) = SN,) = 0; 
n=] n=1 
NY) = UENUN) =—u( U(ENUN,)) 


=u( U (ENN)) = DENN,) 


n=] 


DlENWN,) 一 0 
n=| 


=—>y, | 4 
此 外 ,对 Y EE 多, 有 


oo 


h(E) = DENE) = > fh 


8 


v(E) 一 NE)= 2 EE,) 


n=l n==l 
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-=> +AENE) =vE) +v(E). 
定理 3. 1. 2CL.ebesaue 分 解 ) 设 (Q, 了 ,p10) 为 o- 有 限 测度 
间 . (20, 多 ,v) 为 有 限 测度 空间 , 则 3 非 猴 .F- 可 测 函 数 了 及 a, 
多) 上 的 有 限 测度 v 和 > ,使 得 
v= 十 Y， 
其 中 pu gp vE) = | fd YEE 人 
此 外 ,v 按 此 格式 的 分 解 是 唯一 的 . 
证 - 按 引 理 3.1.7， 分 解 存在 ， 按 引 理 3. 1. 6 ,分 解 是 唯一 的 . 
定理 3.1.3(R.-N. 定理 ) 设 (0,F,j) 为 o- 有 限 测度 空间 ， 
(om 为 让 限 广 义 测 度 空间 ,上 yp 风 33 (modp 唯 一 的 多- 
可 测 浮 数 了 ,使 得 
vB) = | fly YY Ee). 
证 按 Jordan 分 解 ,v= 二 由 一 让 ,其 中 尼 为 有 限 测度 . 按 
Lebesque 分 解 ,存在 非 负 -可 测 蒂 数 类 ,使 得 
由 (E) 一 -| f+ dy (Vy EEF). 
按 假设 及 唯一 性 ， 及 二 0， 从 而 ,上 六 一 吧 , 即 
(BE) =| fed ty EEF) 
令 f=f+ 一 f, 则 vE) = | fa (V EEF). 


最 后 ,唯一 性 之 证 等 价 于 证 明 : 若 g 是 多 -可 测 的 , 且 | gdx 
一 0 (YEECF),;, 则 g=0 (mody)， 为 证 此 , 令 4 二 {w; g(w) 关 
0} 3 4 {g>0} 9 Az={g<0) » 有 一 A1U 4s.' 假 若 (A)>0, 出 
A(AD VY p42)>0. 假定 uA4)>0, 则 
0 一 | Bd > > 0. 
这 就 出 现下 和 芍 50nodio 
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注 假如 在 定理 3.1. 3 中 的 v 改 为 oc- 有 限 测度 , 则 易 证 此 定 
理 仍 然 正确 . 以 后 ,我 们 将 采用 此 注 . 


(三 ) R.-N, 导数 


定义 3.16 设 (Q, 久 ,1 和 (CQ, 多 ,vw) 分 别 为 测度 种 广义 测 
度 空间 . 若 3 多 -可 测 函 数 g， a a 


8 为 v 关 于 py 的 R.-N. 导数 , 记 为 到 Co) =g(w) (VY w€E OD. 

按 定 理 3.1. 3, 当 上 是 “有限 测度 ,而 * 是 "- 有 限 测度 或 有 限 
广义 测度 时 ,vw 关 于 p 的 RN, 导 数 篆 在 vcw 的 条 件 下 唯一 存在 
(mod/o. 下 面 的 结论 奖 似 于 积分 变量 痊 换 

定理 3.1.4 设 (Q, 多 ,pW)，(0 ,Fv) 均 为 o- 有 限 测度 空间 ， 
且 vk 车 /是 (0,F) 一 (R, 多 ) 的 可 测 函 数 , 且 | fdv 存在 , 则 


= {fa 8 
f= | /Par YAE ). 


证 [fdv 存 在 表明 :| f+ dv 中 至 少 有 一 个 有 限 .因此 ,不 妨 
假定 ,f 宇 0Cmodv). 按 pv 之 “有 限 性 ， 可 选 出 集 列 (E,,n 宇 CC 
多 ,使 得 

E, A E, 一 Gn 关 m)， 0 三 UE， 
LE) V DLR) 0 (Yn 1). 

如 果 结 论 在 .多 门 E, 上 成 立 , 则 利用 单调 收敛 定理 便 可 知 : 结 论 在 
. 灾 上 成 立 , 因此 ,不 妨 设 上 wy 均 为 有 限 测度 . 令 

玉 = [x;z 非 负 9- 可 测 ,| zd 一 | cd (AE eq) 
则 结论 成 立 等 价 于 证 明 : 石 包含 所 有 非 负 多 -可 测 函 数 .为 此 , 首 
先 考 虑 下 形 函 数 : z(w 一 la(w) (BE 多 ), 显然 ,+ 是非 贷 多 -可 
测 的 ,县 | 

dy dy 
| 地 一 | a = vy(AB) = | d= jz dt (YA € 多 ), 
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(这 里 引用 了 定理 3. 1. 3). 因此 ,zE 要, 由 此 立即 可 得 任意 简单 函 
数 zx 一 2 1a EH. 

现 设 z 为 任意 非 负 多 -可 测 函数 ， 对 此 ,存在 简单 非 负 多 -可 
测 函 数列 (zy za 之 1D) ,六 x 个 xCmodv). 按 单调 收 全 定理 ,有 
| zd 一 lim| rd 一 lim| zx, edx 一 | > Yd (VY AEYF). 

=>zxE€EH,. 

推论 3.1.1 设 $ 为 (Q, 多 ,P) 上 的 r.v. ,其 中 PP 为 概率 测 

度 , 且 已: 是 由 上 诱导 的 (了 R, 色 ) 上 的 概率 测度 .为 (R, 肥 ) 上 的 


Lebesque 测度 . 此 外 ,Ps<4. 若 & 为 信 上 的 Borel 函数 , 且 EEC6) 
存在 , 则 


PE B) 一 | f(Adn), 其 中 一 ia 


| gpdP = | gf OA OY Be F). 
EB) 8B 
证 按 定理 3.1.3,f 一 由 (mod) 唯 一 存在 且 有 限 , 于 是 ， 
Pe(B) 一 | fd4 (VY BE 家 ). 由 此 即 得 第 一 公式 . 
接 积分 变换 公式 ,有 z 
| ,sdP =EC2C€)8C)) = | la(2)8 Ce) Peldz) 
有 “(By . R 


=| ladz) CY BE SD). 


如 何 确定 R.-N. 导数 不 论 在 理论 上 还 是 在 实际 上 均 是 很 重 

要 的 问题 下 面 就 一 类 极 具 实 用 性 的 测度 给 出 R. -N. 导数 的 求 
法 . 设 py 分 别 为 (及 ,有 否 ) 上 的 概率 测度 和 -有限 测度 ， ,上 且 vpx. 按 
定理 3.1.3, 伟 (modp) 唯 一 存在 且 有 限 , 在 第 一 章 中 ,已 经 知道 有 


上 的 e- 代 数 多 下 可 由 左 开 右 闭 的 集 类 产生 . 按 测 度 的 唯一 性 定理 ， 
立即 可 得 : 
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=- 全 =- v(T 一 上, 廊 十 用 
f(z) 和 lim yo KCT— 有 ,十 hh] 


实际 上 ,f C2) 是 积分 平均 值 的 极限 ， 邯 


(modp). 


m1 
4 加 AK《z 一 关 rz 十 | ,fre) 
=f(z) (modp) (x &.R). 


《3.2 条 件 期 望 定义 ， 存在 与 只 -性 


设 (2 ,多 , 癌 ) 为 某 概率 空间 多 为 多 中 的 于 o- 代 数 ,P. 为 P 
到 多 上 的 限制 , 即 了 了, CA) 二 P(A4) (V AE 多 ).. 显然 ,P, 为 (人 2, 儿 ) 
上 的 概率 测度 , 设 CEZL , 目 :之 0. 定义 
CA =|tdP WY A€®, 
则 5 为 (0, 多 ) 上 的 PP.- 连 续 测度 , 即 v KP,. 按 定 理 3.1.3， 
3 (modP .) 唯 二 则 有限 的 非 负 -可 测 瑟 数 8， 使 得 


| bdP =i(A) = 上 gdP. =| edPiCy 在 EE 9). 


一 般 称 g 为 在 条 件 多 下 的 条 件 期 望 ; 、 : 
定义 3.2.1 设 7 为 r.v. 且 所 存 在 . 闫 定义 在 身上 的 可 测 喘 
射 了 ( 取 值 于 R)， 具有 下 列 性 质 : 
人 了 是 吧 训 测 的 ; 即 六 的 Egg (Y BEF); 
| ydP 一 35ae (V AE BF) 
则 称 Y 为 《在 条 件 多 下 的 条 件 期 望 . 记 为 
Y=EC/9), 
3 2.1 设 2 (4 ?1) 为 0 的 一 个 多 - 集 可 归 分 制 . 包 
=0(), teEL, 问 条 件 期 望 了 = BC/) 具 有 什么 样 的 着 构 . 小 可 
测 了 时 的 表现 定理 ， 有 


y = am. 


100， 


按 定义 3. 2.1, 有 
uP(A) = | YaP = | tdP (VY 41). 
若 P(4,)>0, 则 ca 一 Bey], EdP; 若 P(4)=0, 则 ww 可 取 任 意 
值 . 归纳 起 来 ,得 
Nv __1 、 
ECG/ 一 Dals, a= U5), 5aP 当 PhD)>0 时 


(1) 假定 玖 (5/ 4 表示 二 在 事件 4 发生 的 条 件 下 的 条 件 期 
望 , 则 


EC/A,) = pars), tar = EC/G) wo) Vw EA). 
(2) 假如 Ao€ 多 有 具有 特点 :4 站 EE 二 4 或 (VY EE 多 ), 则 称 
4 为 多 中 的 一 个 孤立 原子 , 对 此 ,有 
EC/®) = EEC/AD) (Y wE Ao). 
事实 上 , 令 了 =ala 十 EC/9)14, 则 Y 显然 是 多 -可 测 的 , 且 
对 Y BE 多 ,有 


| ydP =aP(B f\ A,) +| Et/ dP 
B | 8n45 


一 aP(B4) 十 | 5aP, 
若 Bh 二 Aoy 且 a 二 EG/40), 则 
| ae =aP(BA) 十 jsaP = | ap 
若 B4= 弛 则 | YaP =| 5ap=| tdP. 
B B45 8 


EC(5/Ao)， 当 PCAo)>0 时 ， 
一/ 一 (eg 当 PCA) 二 0 时 . 
在 上 例 中 , 构 作 了 一 个 符合 定义 3. 2. 1 的 r.v. 了 ,那么 是 否 还 
有 其 它 的 Y 也 符合 定义 3.2.1 的 要 求 呢 ? 这 就 是 所 谓 条 件 期 望 的 
唯一 性 问题 . 另 一 个 问题 是 , 当 久 存在 时 ,EC(L/ 多 ) 是 否 存 在 ? 假 
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如 EL ,条 件 期 望 的 存在 与 唯一 性 问题 可 由 定理 3.1. 3 解决. 但 
若 只 有 五 存在 ,比如 成 二 o0, 则 定理 3. 1. 3 就 不 能 用 了 . 因为 由 
CD 一 | 4P 所 定义 的 测度 + 不必 o- 有 限 , 例如 ,让 22 按 他 


3.2.1 定义 ,PC(4) >0 (Yn 汪 D ,= 2 EL= 
1 oo. 选 二 { 儿 ,0) ,并 定义 


WA) = | taP (Ff AE®D), 


则 v( 名 )==0, v(0)==o0. 此 测度 虽 有 v<P， * 但 不 具有 有 限 性 
考虑 到 这 种 情形 ,就 有 必要 推广 定理 3.1. 3. 

引 理 3.2.1 设 v 为 (QF) 上 的 了 -连续 测度 , 则 3 BE ， 
妆 v 在 多 人间 B 上 为 oc- 有 限 测度 ,而 对 VY AE 如 们 订 , 有 
yl PC 一 0， 
| co， P(A)>0. 

证 令 

= (D; DE 多, 时 v 在 多 人 间 D 上 为 -有限 测 度 } 
- a= sup{P(D). DED), | 
显然 ,多 是 非 空 的 . 在 罗 中 选 子 列 (D,, n 写 1) ,使 得 
a 一 limP(D,). 

让 8==UD,, 则 BE 多 . 事实 上 , 按 多 之 定义 ,存在 子 列 (D, 之 
DEFND,, SD)< (Yk, D,= UD. 守 是 ， 


B= U UPD:= U UD U DD. 
此 式 右边 的 每 一 项 的 v 测 度 都 是 有 限 的 故 BE 多 ,此 外 ,P(B) 二 
a, 于 实 上 ， 
4 产 P(B) 疡 PCD) 一 PCB) FlimPD,) = PCB) 一 “ 
现在 , 设 AEFNB. 若 P(A)>0， 县 47<eo, 则 4E 红 . 
一 a 之 P(BU A)=P(B) 十 P(A) 之 a 二 > P(4)=0. 这 就 出 现 矛 
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盾 , 故 己 (4)>0 全 74)=co. 如 果 PC4) 一 0, 则 由 we&P 立即 得 : 
必 4) 一 0 

引 理 3.2. 2(R. -N, 定理 的 推广 ) 设 v 为 (Q; 多 ) 上 的 了- 连 
续 测度 ,; 则 CmodP) 存 在 唯一 非 负 多 -可 测 映 射 /使 得 (4) = 
| AP (YY AEF). 

若 y 是 oc- 有限 的 , 则 /fC(modP) 有 限 . 

证 第 二 结论 就 是 R,-N. 定理 .下 证 第 一 结论 

设 B 四 3. 2. 1 中 所 确定 的 可 测 集 , 将 v,P 限制 到 多 NMNB 
上 . 记 为 vw* ,PP', 且 v* 为 也 们 B 上 的 co- 有 限 测 度 , 则 v* <P'. 按 
定理 3. 1. 3 ,号 - 在 了 上 (modP ) 存 在 唯一 旦 有 限 . 定义 


dy 
吕 = js 


则 流 是 -可 测 的 , 且 v4) 一 | 呈 8P (YA EF) 
事实 上 ,对 Y AE 久 ,有 
vy(A) = vAB) + vAB'), 
du” dy 
其 中 vA4B) =| SU ap =| :dy p. 
, AB 4 
oo, P(AB') > | dy 


AB®) = 中 dz. 
“(AB 人 P(AB:) =0 


ar dP 


>»v(A) = |.5 SaP， 


现在 , 令 太一 器 , 风 了 了 即 为 所 求 . 为 得 此 结论 , 仅 需 证 明 : 


(modP) 唯 一 . 假如 gg 为 另 一 迪 足 要 求 前 可 浏 映射, 则 六 定理 
3.1.3, 有 f(0)=g(w) (Y wEB)(mnodP), 因 此 ,4 一 (Jeg)E2 
们 BC(modP). 若 P(A)>0, 则 因 了 = 于 A 上 (modP) 必 有 A>0, 
使 得 P({g<ANB)>0. 


= v({g AUF) -| jEdP SAP lg ENB) < cc 
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然而 , 按 引 理 3. 2. 1,v({g 扫 人 站 8) 一 ce. 这 就 出 现 矛 盾 . 故 
P(4)=0, 即 了 上 =g (modP). 


(以 后 称号 为 广义 及 . -N. 导数 . ) 
定理 3.2.1 设 (Q, 辽 ,P) 为 某 概率 空间 .多 为 多 中 的 子 o- 
代数 ,8 为 多 -可 测 函 数 (广义 rv.), 且 五 存 在 . 则 (modP) 唯 一 
存在 某 多 -可 测 函 数 了 ,使 得 
| rap=| gaP(VAEo)， 
A A 
证 不 妨 设 5 宇 0CimodP). 定义 
v(A) 一 | sa (YA4E gY), 
则 ve&P.，P. =P |s, 按 引 理 3.2.2, 广 义 RN. 导数 如 
Ganmod7'. ) 存 在 ,唯一 且 乡 可 测 , 令 Y= 全 -出 


-| tdP. (Y 4 E 9g). 
推论 3.2.1 设 多 为 中 的 子 o- 代 数 ,EZ 车 ol$) 独 立 
于 多 , 则 ECC/ 多 ) _ peodp). 
证 vt 独立 于 允 表 明 :对 y AE, 有 
| EC(/Z)dP = | tdP = Eu ,区 一 PC4) . 政 = | BaP 
—>E(L/SE)=El(modP). 
推论 3.22 设 f 为 (0, 多 ) 上 的 mm- 维 随机 矢量 ， 了 为 (2， 
多 ) 上 的 nn- 维 随机 矢量 .5,Y 独立 ,f 为 R"1"->R 的 Borel 函数 , 且 
EfCC,Y) 存 在 . 令 
Eflzx,Y), 当 Ef(x,Y) 存在 时 ， 了 
0. 二 Wl (V zx € Ron)， 
则 g 为 R"->R 的 Borel 函数 ,是 g( 扑 =E(FCL,YY/e(0). 
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g(r) 一 


证 设 酉 (2), Fy(9)， Fw(z sy 和 ) 分 别 为 ,YY， 必 ,了 ) 的 分 布 
函数 , 对 Y ZER"，f(x,y) 为 yER" 上 的 Borel 函数 , 按 Fubini 定 
理 ,g+ (zx) 为 TER” 上 的 Borel 函数 . 这 里 

gt (2) = Efs (x,¥) = | ,fs (WdFy). 
令 D 二 {TER”; gt+(z)=00==g-(7z)), 刻 二 R"M\D, 则 DD,D: 均 为 
1- 维 Borel 集 . 因此,g (x) 二 (g*+ (xz) 一 g(x))1lp(x) 为 Borel 函 
数 . 故 g(5) 是 gl)- 可 测 的 . 按 假设 及 Fubini 定理 ， 


Ef(&,Y) -| fabate, 
=| | fedPr Cy) dP 


-| g(r)dFeCz). 
按 定理 之 条 件 ， Eg(t) 存 在 按 c( 约 之 定义 ,对 Y AEo(5) ,3 BE 
%", 让 4 一 和 !(B3)， 于是， 
| (WdP =| | + (x, ydFy CAP) 


= “(WAP (TY) = | f+ ,YYdP 


>| sodP = | ,YP (YY A € ob)). 
>g(t) = ECF(E,Y) /ot)), (modPn). 站 

定理 3.2.2 设 5E 忆 ,or 为 菜 集 类 ,Y 为 ole7)- 可 测 的 I.v. 
且 | ma = | az (VY AE .27). 若 (GD)-ox 为 zx 类 ,日 Dever. 或 
《iD)-sz 为 半 环 , 且 0 可 表示 成 -er 中 可 数 个 元 素 之 并 , 则 

了 = EEC/eaker))(modP). 

证 信 B= [AE a | rap=| caP) , 则 .YCPC 
oa, 车 .过 为 地 类 是 E27 , 则 "定理 实 " 等 价 于 “验证 急 为 和 
类 ”. 显然 ,QE 多 .假定 A,BE 多 , 自 BC4, 则 - 
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| YdP = | YaP—| ra= | tar > A\BED. 
现 设 (4， 7 宇 1C 名 ,有 上 且 A, 和 4, 则 

| sa =EQ4 5 一 limEG * ) = limEQa, *Y) 
=EG4 Y) = | YdP, 


这 里 用 到 Lebesque 控 制 收敛 定理 : 故 AE 多 ， 归纳 起 来 使 可 得 出 
包 为 人类， 


若 -er 为 半 环 , 且 0= 呈 cvsoa bak 
难 验 证 多 为 人 类 ,… 

故 定 理 在 人 和 (ii 两 种 情形 下 真 . 

注 “上述 定理 对 EE 存在 的 情形 亦 真 . 对 此 ,不 妨 设 5 之 0. 令 
= et 
即 可 得 这 里 所 要 的 结 

下 而 介绍 二 类 党 必 的 条 件 姑 | 

定义 3.2.2 设 引 为 (0, 多 ,PJ 上 的 v. 为 (9， FN, 
多 ') 的 随机 元 , 令 多 一 (4: A= 太 1(B), BE '}CZ. 假 如 世 
存在 , 则 称 ($/ 多 ,) 为 关于 的 条 件 期 望 . 记 为 

ELé/G,) = EC/D. 

定理 3.2.3 设 $,7 为 (0,F,P) 上 的 r,.v. 且 琶 存在 . 则 3 
一 个 Borel 函数 &， 广 8(7) 一/ (modP) ,其 中 &g 由 于 式 决 
定 ; 

| eap,= | ,6dP (Y BE %). 


这 里 P, 是 由 ?诱导 的 (R, 多 ) 上 的 往 率 分 布 . 
证 ` 按 第 一 章 中 所 述 的 可 测 请 数 表 现 定理 ,3 Borel 函数 g， 
方 g(7) 二 E(&/). 剩 下 的 问题 是 决定 这 个 孙 数 g. 为 此 , 涉 妨 设 
之 0. 定义 v': : 
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,B= | ,tdP (VY BE %). 
2? 《By 
显然 ,vw* < 按 引 理 3,2.2,3 Borel 函数 g 一 外 ,使 得 


y*(B) = | gC) Paldz) (Y BE). 
令 gr(7)=g(z) lco (7), 则 
| g(x)Pi(dz) = | _ gDAP (Yc>0, BE %). 
B 7 《By . 
按 单调 收 全 定理 ,得 。 
| ,gOPildz) | ecpaz 


-| ,eaP = (一 | kdP (Yb € F) 


了 1 
= gdP, = | ,dP (Y B EH). 
定理 3.2.4 设 & 为 (Q, 久 ,PP) 上 的 rt.v. 且 碾 存在 .7 为 (0， 
多) 一 (R ,2 站) 的 随机 元 ,其 中 ==[a, 妇 CR, 则 
3 一 个 (R7, 多 站 一 (R, 多 ) 的 可 测 泛 函 2 使 得 
G7) = EC(E€/7) modP). . 
此 外 ,3 一 个 可 数 集 (4, Ak 宇 DCCT 及 (R> , 瑟 ”) 一 (及 ,更 ) 的 
可 测 映射 ,使 得 约 力 一 yy)， 
证 ”利用 第 一 章 中 所 述 的 可 测 函 数 的 表现 定理 ,立即 可 得 此 


结论 . 


$ 3.3 ”条 件 期 望 的 性 质 


设 (0Q, 多 ,P) 为 某 概 率 空 间 .多 ,多 ; 均 表示 多 中 的 子 o- 代 数 . 
定义 算 子 工 、T,: 
TE = EG/E), Ti = E(/Y), (& €E A). 
其 中 -好 一作 :5 是 多 -可 测 的 , 且 下 存在}. 
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二季 将 在 等 式 或 不 等 式 之 后 省 去 说 明 “modP” 


引 理 3.3.1 算 子 7 具有 下 列 性 质 : 
1. 了 1 一 1， T(ct)=cTt (CER, HEM),; 
2. Tto) 1 tTd (EA, CEIC NACElEN)S 


.= (LEA, 且 5 是 多 -可 测 的 ); 

. Tt20 (0<LEA), 

. T=E (EA, 生 与 多 独立 ); 

THAT) =TATW) (BCG 或 SCG LEA) 

7. Et=ETt (EA). 

证 每 条 性 质 都 可 由 条 件 期 望 的 定义 直接 证 明 . 例如 第 6 条 


[o> 和 


之 证 如 下 . 设 多 CC 多 , 则 按 第 3 条 ,有 EC(EG | 多 ,) [多 2) 二 E(LY 
1)， 对 Y AE ,自然 有 AE 多 ,. 按 定 义 3.2.1, 有 


| EC(E(S|S) YG)dP =| EC/G)dP = | tdP 
息 机 A 


= | EP 


按 条 件 期 望 的 唯一 性 ,立即 可 得 所 要 之 结 


定理 3.3.1 设 Y 了 为 多 可 测 的 r.v. tin 且 Y， “EM, 则 


T(YE)=Y .Tt. 


证 不 妨 设 t>0, 了 之 0. 定义 多 -上 的 测度 ys 
v(A) = | riap， uA) = | tap (YAEF). 


则 wx&P ,xP. 令 v'=vlg, 一 Ho P'=Plg, 则 


按 定理 3, 2.1, 有 


vv" <P', py’ KP'. 


dy __ 
Ip 一 个 (Y ， 0) de ap = Tt, $6 = L. 


按 民 .-N. 导数 的 性 质 , 对 Y AE 多 ,有 


| YtdP -| Y dqp = | Ydy = | ydie = | 7 驶 dr' 
4 a 
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=| TtaP， = | 2 cdP. 
>YTL 二 ECYE/ 多 ) 二 TC(Y 5) (由 唯一 性 ). 
定理 3.3. 2 收敛 性 定理 ) 1. 单调 收敛 定理 . 设 YEL,. 56E€ 
Mn21). Yt, tla.s). WEA, Te, HT.s). 
2. Fatou 引 理 . 设 YEL ,Y5, EA 1 宇 1). 则 
T dimt,) <limTt, a. s). 
3，Lebesque 控制 收敛 定理 , 设 EA ,|5| 寺 YEL 4 宇 1)， 
6. 则 SEL ,limTt,=7¢(a.s). 


4. 设 忆 EN, 且 台 一 ->t, 若 (bn 闫 1) 一 致 可 积 , 则 


7 ED, 且 TC 一 >7¢，( 注 意 ; 不 必 (a.s) 收 仑 ). 
证 按期 望 的 单调 收敛 定 理 , 有 


=| TtdP ae 
按 假设 ,(T5,, n 之 1) 单 调 不 降 . 因此 ,lim7%, 一 x(a. s) 存 在 , 显然 ， 
z 是 -可 测 的 . 设 和 z 
a={z>T),c= {xz<Th, c= (#7 =aUea. 
则 ceveEg 因此 ,| TgdP 一 | zdP G = 1,2), 从 而 ,| xdP 
一 | TkdP , 此 式 不 能 成 立 ,除非 PCc)=0 6 一 12) 
x = TE(a.s). 
YE 是 显然 的 . 这 就 完成 了 结论 1 之 证 . 
此 结论 转化 成 结论 1 并 不 困难 . 
利用 结论 2 立即 可 推出 此 结论 ， 
设 9>>0, 令 名 一 名 ugiso， 天 一 Si<o， 则 
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POTE, — TE| > 36) 
XP(TE — TE I> +PUTE— TH|>0) 
+ PT -TH >. 
现在 ,估计 此 式 右边 的 三 项 
PITG 一 人 | >0) SHETIE -ED 
=3El, TT :| 过 志 supE le, 一 名 | i 0; 
PUTE— HI > SFHE -Fo 0; 
PUT |S) <EEE -| 
< + 做 P(UG 8| > e 一 -全 (VYV e > 0). 
这 里 第 一 估 式 用 到 《 的 一 致 可 积 性 ,第 二 估 式 用 到 8E 己 ,第 三 估 
式 用 到 如 全 = 
> PTE — Tt > 30)— 06> 0). 
注 Gi) 在 结论 1,2 中 ,下 控 条 件 不 能 减弱 . 这 完全 类 似 于 期 
塑 的 情形 , 关于 期 望 的 Lebesque 有 界 收敛 定理 的 条 件 “5, 一 “如 
可 以 改 成 条 件 史 -一 -io 
Gi) 结论 3 中 的 条 件 “,- 兰 姑 不 能 改 成 < >b”, 这 是 因为 


若 取 多 = 到, 则 7 一 各 TE=4 ,而 如 一 >5 并 不 意味 着 斤 , -和 
8” 此 结论 中 的 控制 条 件 “|6,|<YEL” 也 不 能 改 成 “(6,) 一 致 可 
只”. 有 反例 可 证 . 

推论 3.3.1 设 bhEA, 且 sup]b,IEL. b 一 4 则 YEA， 





且 75, 一 TY 
定理 3. 3. 3( 基 本 不 等 式 ) 
1，Jensen 不 等 式 . 设 g 为 及 上 的 下 凸 Borel 函数 , 则 g(72) 
“110. 


Toe(t) 人 as) (YE 7 为 rv.)i 
2，Lyapunov 不 等 式 ,， (TI 了 CTE? CCEA 0< 去 
D); 
3，Holder 不 等 式 . TE 71SCTI513CT1y1DY CE- 
方 十 本 一 1， 1<p ,9<00); 
4，Minkowski 不 等 式 
TNE FIIs STE 十 《71 
(E07E A, lp 0); 
5 [TE ETIEP EEA, 1<p<00). 
证 ”各 不 等 式 之 证 可 转化 成 期 望 的 相应 情形 ， 


$3.4 条 件 概率 


设 (0, ,PP) 为 概率 空间 .多 为 多 中 的 子 oo- 代数 .定义 0X 

多 上 上 的 二 元 函数 关 。,，，)， 
hlw,Ao) = EC(a /8) (wtho) EN XZF). 

则 有 具有 干 列 特性 ; 

(i) 对 Y wEQ, 以 概率 1 为 上 的 概率 测度 ; 

(ii) 对 Y AoE 多 ,有 是 多 -可 测 的 ; 

(iii) | aaodP 一 P(4 站 4)GVA4E CS A,E FT), 

定义 3.4.1 若 定义 在 Q@X. 上 的 二 元 函数 有 满足 条 件 (i) 
一 0, 则 称 为 关于 多 的 正则 函数 . 对 每 个 46,E. 了 F , 称 正则 函数 
hlw, 4o) 为 ho 在 条 件 多 下 的 正则 条 件 概 率 . 记 为 hw, A406) 一 
E(14 /2), . 

注 1 正则 条 件 概率 就 是 一 种 特殊 的 条 件 期 望 . 但 若 疡 仅 满 
足 条 件 (GiD 和 (ii , 则 不 必 有 这 种 特殊 关系 . 例如 , 设 多 = 多,G 为 
多 上 的 概率 测度 . 令 

.111 . 


hlw,Ao) = Gd), 其 中 EF,w€EN. 
- 则 [a (w,AddP = P(A) :GA) = Pd44o (Y AE 9)— 般 不 
成 立 , 由 此 可 见 ,h 不 必 满 足 第 Gi) 条 ,但 G) 和 Gi) 满足 . 

注 2 从 条 件 期 望 的 定义 中 可 以 看 出 :条件 (i) 蕴 含 在 条 件 (ii) 
和 (i 中， 

注 3 二 元 函数 /要求 在 XS 上 具有 正则 性 . 这 对 许多 实 
际 问题 显得 有 点 苛刻 , 例如 ,往往 只 要 求 h 在 QX 多 "上 具有 正则 
性 就 够 了 ,其 中 多" 为 多 中 的 某 个 子 o- 代 数 . 比如 ,ZF ' 二 ol(4). 这 
就 引申 出 如 下 概念 . 

定义 3.4.2 设 5 为 (0,F,P) 上 的 r.v， 若 定义 在 QX 多 的 
二 元 函数 QQ 满足 下 列 要 求 ; 

G) 对 Y wE€Q,， QCw,B) 以 概率 1 为 多 上 的 概率 分 布 ， 

(ii) 对 Y BE 多 , Q(w,B) 是 多 -可 测 的 ，; 

Gid) | Qe BaP = PAN EB Y AE SY, BE TB). 
则 称 Q 为 x 多 上 的 正则 防 数 . 

注 4 设 多 /=o(5), P' 二 PI ,hh (vw, A )=h(w, C1'(Bo) 
二 Q(w,Bo) 《45 二 61(B0o)). 若 QQ 为 0X 多 上 的 正则 函数 , 则 及 
为 0x 多 上 的 正则 函数 . 

定理 3.4. 1( 条 件 期 望 与 条 件 概率 的 相互 表示 〉 设 & 为 r.v.， 
Es 存在 . hw,A)==E(14/ 多 ), 则 


ECé/8) = | spncw， dod), (a.s). 


证 不 妨 设 20. 着 $=14. 则 按 定义 4.1, 公 式 成 立 , 因此 , 当 
§ 为 简单 变 基 时 ,公式 成 立 , 对 于 7,v. 之 0,3 简单 rv, 列 (6, n 之 
1) ,使 得 名 之 0, 个 (a. s). 按 单调 收敛 定理 , 即 得 公式 一 般 成 
立 . . . . 
定义 3.4.3 设 为 (Q2,F,P) 上 的 ry. ,多 为 多 中 的 子 o- 
代数 , 若 定 义 在 人 XR 上 的 二 元 前 数 请 具有 下 列 性 质 : 
112.。 


G) 对 Y wEQ,F(Cw,z) 以 概率 1 为 R 上 的 分 布 函 数 ; 

(ii) 对 Y XER,F (lw,z) 是 多 -可 测 的 ; 

ii) | Fw Pde) = PA.E( 7D) (AE SY, 
rER). 
则 称 五 为 关于 多 的 正则 条件 分 布 漳 数 . 

定理 3.4.2 正则 条 件 分 布 F(modP) 存 在 且 唯 一 . 

证 设 Q 为 人 0X 多 上 关于 多 的 正则 条 件 概率 ,其 中 Q; 是 在 
定义 3.4.2 中 将 改 成 < 所 得 到 的 . 由 条 件 期 望 的 存在 与 唯一 性 
得 到 Qe 的 存在 与 唯一 性 . 令 Flw,x)=QCw, (一 co,z]) , 则 一 为 
关于 多 的 正则 条 件 分 布 函数 , 按 测 度 扩张 的 唯一 性 知 下 是 唯一 
被 决定 的 ， 

定义 3.4.4 车 可 测 空间 (EE,2) 等 价 于 在 某 个 Borel 集 GCR 
上 产生 的 Borel 可 测 空 间 (G, 多 0) ,其 中 多 ce 一 用 几 C, 即 3 一 个 1- 
1 对 应 的 映射 or 《E,2) 一 (G, 多 0c), 六 

GD) HE)=G, gO0)=E;. 

Gi) ?是 SN5c- 可 测 的 ; 

(iii) 久 : 是 多 co\E 可 测 的 ; 
则 称 ( 有 ,GE ) 为 一 个 Borel 空间 . 

定理 3.4.3 设 是 (0, 多 ) 一 (E,) 的 随机 元 . (天 ,G) 为 
Borel 空间 . 则 关于 多 的 正则 条 件 概率 存在 且 唯 一 ,其 中 多 为 
多 中 的 子 o- 代 数 . 

证 设 9 为 定义 3.4.4 中 的 映射 , 则 GS&(w)) 二 pg。$(w) 为 取 
值 于 G 的 r.v. 相应 于 p。€ 和 多 的 正则 函数 QCw,B) 存 在 且 唯 一 ， 
其 中 (w,B) EX 和 oc, 邻 

Q wo,4) = Qu,KA)) (Y AE ©). 
则 6G 在 AXE 上 有 定义 , 且 
Q (wv,A) =Qw, H(A)) = P(g: ecE tA)/E) 
=P(E € A/S). 
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最 后 交待 某 些 特殊 记号 , 设 4? 为 (2, 宛 ,P) 上 的 mr v 常用 
的 简化 符号 有 

PCA/E} = P(A/oE)), P(A/E = x) = P(A/b) |er, 

ECV = EC(/oE)), EWE = 7) = E/E) es. 
这 些 符号 有 其 直观 性 . 但 要 特别 注意 ,这 些 符号 的 合理 性 在 于 可 测 
函数 的 表现 定理 . 像 P(4/$ 二 zx) 一般 不 能 解释 为 “在 事件 {$= 二 xz} 

下 的 条 件 概率 ” 本 书 将 尽量 不 采用 这 样 的 符号 ,但 P(4/6) 无 论 
怎 翌 解释 都 是 合理 的 . 


$3.5 因子 分 解 


设 (Po)vee 为 (Q,.F) 上 的 概率 测度 族 ,其 中 日 为 某 个 参数 集 . 
在 统计 学 中 有 一 个 很 重要 的 国生 和 允 汪 推断 参数 0， 即 从 
概率 测度 族 CP,) 中 推断 弛 率 

设 Po(AlB) 和 Eo(X [分别 表 示 半 于 定义 在 (0， 多 ) 上 的 概 
率 测度 Py 的 条 件 概 率 和 条件 期 望 ;其 中 多 为 史 中 的 子 o- 代 数 ， 

定义 3.5.1 者 3 定义 于 多 XQ 上 的 函数 p， 使 得 对 Y AXuw 
EFXQ 和 VY 0E0, 有 

plA,w) = Po A/G) (modP,), 
则 说 多 关于 族 (P,) 是 充 二 足 的 . 

定义 3.5.2 若 工 为 r.v. 或 随机 矢量 , 且 o(7T) 为 关于 族 《Po) 
的 充足 子 o- 代 数 , 则 称 7 为 关于 族 (Po) 的 充足 统计 . 

. 注 充足 子 o- 代 数 多 .这 一 概念 表达 如 下 含义 ;即使 不 知道 
多 的 不 含 在 多 中 元 素 之 信息 ,也 不 会 影响 关于 40 的 推断 . 

例 3.5.1 设 (0, 多 )==(R,2B4), 8 一 40: 0>0)， 人 为 大 维 
Lebesque 测度 ,Po 关于 义 的 民 .-N. 导数 fur)= 一 5 lf 及 (只有 名 
下 结构 ，; 
folr) = fur = 0 ， scr 1<iS4N, 
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设 X; 为 RR 的 可 测 函 数 , 上 是 Xi;(x)=x;(V xER*)， 则 随 
机 元 族 (CX:)i<<e 具 有 下 列 特性 ; 

(1) (XiD) 关 于 (Po) 是 独立 的 ， 

事实 上 , 设 B=[0,6,], 其 中 0&6,<<9, 则 


b b , 


>PXi€ B,1<i<h= ITS 
不 难 证 明 , 此 式 对 任意 的 Borel 集 族 (Bi)1si<i 是 成 立 的 . 
(2) 《Xi) 关 于 (Po) 的 分 布 是 均匀 的 . 


事实 上 ,X 关于 Py 的 分 布 为 Felx) 二 Po(X1 才 x1). 因此 ， 
Flr) =| ,ade Hf fos -Alden) 
0， zl 二 0， 


1 


OO， 0<z 委 0， Yi ER， 





1， Ox. 
按 独 立 性 , (Xi) 关 于 Po 的 联合 分 布 函数 F(z) 为 


大 
Fz)= [LFolx), Vr= (rr st) ER 


i=l . 
(3) 设 T(w)==max(X,(w); 1 声 i 才 k), 则 工具 有 下 列 特 性 ，; 
(Qi) 人 的 分 布 函数 FQ) 二 区 (4 ) GER); 
Gii) EX/T)= HT (modP)， 
(iii) ol(T) 关 于 (Peo) 是 充足 的 , 
以 下 分 三 步 来 证 明 这 个 结论 . 
首先 证 G). 
RG) =Po(T S&H) = Po{X; St}, 1 ik) 
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3 
= 下 Po < = WC). 
其 次 论证 G1). 为 此 ， ,考虑 下 列 关 系 式 ， 
| ECX|TydP, -| XdP,, 
{Ts} {Tr} ， 


k 


‘Tt = {Xi), 


i=!1 


| ,XaP, = 及 PC tl) | xam 
一 有 ()。 | XdPso 
(Wi) 
一 FICGD) 。 | udFolw). 


-ps _f A .2 | 
| ,7 dPo 一 | ud su) ET wdT 
=| (XIT7qPo = 十 7TdP， (Yt €R). 
Teer} {Tr} 


2 
故 BoCXi|T 一 所 并 (modPo). 


最 后 证 明 ey 


dP ey 
下 到 Cr) 一 六 1 0.0% C(x) ,其 中 (0,0)" 二 XC0 ,0). 


因此 ,4 是 oCT)- -可 测 的 . 构 作 概率 测度 


P(A) = Sanp, (A) q AE 多 ), 其 中 ,= 


n=] 
令 f= > 这 , 则 了 是 coCT)- 可 测 的 , 且 
P(f =0)= 
于 是 ,8 一 让 (modP). 此 式 表明 : 是 oT -可 测 的 ， 由 此 
即 知 ; 对 Y BEol7T), 有 
| EQ/ Tap 一 | adP, = 4 一 | SaP 


la dP 
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一 | EQ TAP 一 | EC1s/olT))dP, 
s dP B 


>E(l/0(T)) 一 El(la/olT)) (modPyg), 
按 定义 3.5.1,0(7) 关 于 (Pe) 是 充足 的 . 


现在 介绍 因子 分 解 定理 ， 
引 理 3. 5.1 设 (Po)vse 受 测度 wk 的 控制 , 即 Po<<ApCVOCEG)， 
且 对 YV 0E9,Ps 关于 py 具有 密度 


dP 
fo= Hn = hg 


其 中 go 是 多 -可 测 的 ,hh 是非 负 六 可 积 的 , 则 多 关于 (Po) 是 充足 
的 . 


证 令 a=| hdp, 所 = 去 4j ergo), 则 以 qrgo 代 go, 志 
代 有 之 后 所 的 结 构 不 变 , 因此 ,不 妨 设 | hdp = 1. 
定义 上 的 集 函 数 P: PCA) = | hdy (Y 4E 祈 ) , 则 了 为 
(0, 多 ) 上 的 概率 测度 ,上 且 对 Y 4E.S ,有 
PelA) =| Judn = | go * hd =| godP. 
4 ‘41 4 
对 Y GE 多 ,有 
| P(A/G)dP, = | PA/G) ,edP 
CC G 





一 | * godP = | am， 
~ =P(A/SE) = P(Ad/®) (mod Po), 
按 定 义 3.5. 1, 多 .关于 (Po) 是 充足 的 ， 
引 理 3.5,2 设 CPo)vee 同 时 受 4 和 Po 的 控制 ,其 中 加 为 日 
中 的 某 个 元 素 . 若 儿 关于 (Po) 是 充足 的 , 则 每 个 Po 关于 具有 密 
度 
fo=h. 8 

其 中 go 是 多 -可 测 的 六 是 非 负 入 可 积 的 ， 
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证 w= , 则 对 Y AE ,有 
| Ea @r/ SydP, =|14 * Ea, (gy/ YP, 
=| 区 Ge + gdP,, 
一 [pC4,w) gole) PCdw) ( 按 假设 条 件 ) 
=|p(4,0) + Palde) = [PsCA/S)dP, 


一 PC4) = fi 





>| fdp=| Fa/ * dp (Y AE T) 
一 一 几 。goCmod/O， 


其 中 he La 二 可 积 )， Bg0= Eo (qe/ 多 )( 多 -可 测 ). 
引 理 3 5 3 车 (Po)vee 受 一 个 oj- 有限 测度 的 控制 , 则 它 等 
价 于 它 的 某 个 可 数 子 族 CP。 ),s1， 即 (Po)oee 与 (Po ),>: 相 互 控制 ， 
证 4 的 oj- 有限 性 表明 :3 0 的 多 - 集 分 割 (4 > 让 0 二 
L(A,) 过 oo (Y n 宇 1)， 定 义 测度 


P(A) = + D2 SS YY AEF). 


则 已 为 罗 上 的 概率 测度 , 且 P~p4; 即 Pu<P. 由 此 知 , 《Po) 受 
PP 的 控制 ， 二 于 这 一 考虑 ， 不 妨 设 为 有 限 测度 ， 
邻 令 ]= 守 ， So={w; folw)>0}, 则 


Pi(A) = | fa =| HPan = P(A SD), 
. ‘oF 


P(A) =0 < 一 (A .S50)=0. 
这 表明 ;So 为 Po 的 支撑 集 , 且 Po~py 于 多 人 So。 上 
如 果 BE 多 ,日 3 0E9, 站 BCSo, 则 称 B 为 一 个 核 , 称 有 限 
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或 可 数 个 核 之 并 为 一 个 链 . 在 此 约定 下 , 令 

a 一 Sup{(AGC):C 为 链 }， 
则 ec 是 有 限 的 , 旦 3 某 链 C, 依 jx(C)==a, 假定 链 C 具有 表示 C= 
UB,, 其 中 双 , 为 核 , 且 BCS 

现在 ,我 们 要 证 明 : (Po)oee 受 (Ps jj>: 的 控制 ,这 里 (0 ) > 为 日 

中 的 可 数 子 族 . 从 而 ,它们 等 价 . 设 

Po (A) 一 0 (Yn 二 1),， 
则 jC4，S0)==0 (VY n 之 1)， 从 而 ， 

AC = UA.B)E A UA. S,,) 


< DuA. Ss) =0. 


二 Po(A.，C) = 0 (Y 9 € 8) ( 按 受 控 假设 ). 
为 证 Po(4)=0 (Y 0€ 9), 仅 需 证 明 ;Po(ANC)==0 (Y 0€E9). 假 
如 相反 , 即 PCANC)>0, 则 
P(A\C) .So) = PC4NC) >0 
>u((A\C) .Se) >0. 
注意 , (AN\C)，。56 是 一 个 与 C 不 相 联 的 核 . 因此 ， 
a= pC)>u(CU (A\C). 32) 一 “十 CCANC) ， So) >a. 

这 个 矛盾 的 原因 在 于 Pe A\C)>0, 故 PoC4NC)= 0. 

注 “(Po)oce 受 (Po ),>, 的 控制 "等 价 于 “ 当 Po (A)=0 (Yn 
21) 时 ,PC4)=0(CYOEB)” 

定理 3.5.1 设 CPo)oce 受 一 个 只 有 限度 w 的 控制 则 多 关于 
(Po) 是 充足 的 充分 必要 条 件 为 


dP, 
hh= =h. So， 


其 中 gv 是 名 -可 测 的 ,h 是 非 负 可 积 
证 充分 性 . 假定 分 解 式 成 立 . 按 引 理 3.5. 3, 可 选 出 子 族 
(CP。),>i, 使 得 ， 
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(Pe )s>l ~ (Pe)oee. 
定义 多 上 的 概率 已 
P(4) = 2-P (A) (VY AE 3). 
则 P~(Pe)~(Po). A pe 


2 一 "go, 大 一 三 六. 


N=] ”n=l 


其中 /= “4 是 9 可 测 的 . 易 证 PJ=0)=0, Pi(f 一 0) 二 


0 (Y be 9). 于 是 ， mm 是 多 -可 测 的 , 且 (modP) 有 限 . 注 
意 ， 
=Po(A) Mk AE 久 F) 


=>ro 一 党 P (modP). 


这 表明 :9 是 多 可 测 的 ， 且 (modP) 有限， 按 引 理 3.5.1, 当 以 P 


代 j,1 人 ; 时 , 便 可 得 结论 ， :多 关于 (Py) 是 充足 的 . 
必要 性 假设 多 关于 (Pe) 是 充足 子 o- 代 数 . 按 定义 3. 5,1,3 
二 元 渔 数 pC(4,w) (4XwE 久 XO), 使 得 
pA,w) = Pe(A/G) (modPo) (¥ 0 € 0). 
运 虐 尺 吉 曙 中 定义 了 , 则 对 Y GE 多 ,有 
| zc4,wPdaw = y\2-， | pA Ps do) 


a=1 


= -2 Py (A/G)dPs 


n=l 


一 » -Ps (AG) = P(AG), 
n=l 


即 plAsw)=P(A/E) (modP). 
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现 将 .P 并 入 (Po)oee 中 , 则 多 关于 此 扩大 族 仍 是 充足 的 . 按 引 
理 3.5. 2 便 可 得 所 要 求 分 解 . 

设 6 为 一 个 实数 子 集 . r. v. Z 为 的 一 个 估计 . 者 Ex2 二 0 
(Y 9E 昌 ), 则 说 Z 为 一 个 无 偏 估计 , 方差 值 Ex(Z 一 0): 为 估计 2 
所 引起 的 偏差 度量 . 

引 理 3. S.4 若 多 关于 (Poyoee 是 充足 子 o- 代 数 . 则 3 :也 上 
的 概率 一, 让 对 任意 Pr 可 积 的 r.v. 和 ,有 

开 (X/G2) = Er(X/E) (modPo) (VOGED)， 

证 ”从 上 面 的 引 理 之 证 中 即 可 得 此 结论 . 

定理 3. 5. 2(Rao-Blackwell 不 等 式 ) 设 多 关于 (Pp) 是 充足 
的 子 oc- 代数 , 且 (Po) 受 o- 有 限 测度 jy 的 控制 .Z 为 0 的 一 个 估计 ， 
且 Eo(2Z 一 0)?<<co (Y 0E 6). 则 3 . 上 的 概率 测度 了 ,使 得 

EAE(Z/E) — 0 EZ — OY 0 EO). 

若 Z 无 偷 , 即 BiZ=0 (VY 0E0), 则 EE(Z/ 多 ) 亦 是 无 偏 的 : 

证 按 引 理 3.5.4,3 上 的 概率 测度 P, 使 得 

E(Z/G) = EZ/%) (modP) (VOE 0) 
=>B (EZIE) ~— DD’: = E(B(2/E) 一 0 
= EEo(Z/®)? — 20* EZ/B) + PF) 
A EZ — 20E0Z + 0 = EolZ — 0). 

这 是 定理 的 第 一 个 结论 . 第 二 个 结论 显然 . 

例 3.5.2 继续 讨论 例 3.5.1. 在 此 例 中 已 证 明 c(Z) 关 于 


CPD 是 充足 的 , 现在 , 先 考查 估计 2 又 一 ?去 Xj .其 均值 为 


EX 一 2.d[ 革 ] 一 9. 因 此 ,2X 为 9 的 无 偏 估计 .考查 另 一 个 
估计 全" 一 7; 则 T* 二 Eo(2X/T) (modPo)( 见 例 3.5.1). 于 
ET* —0:<E(2X— OY 0E€0), 其 中 k>1. 
现在 ,我 们 要 证 明 :偏差 度量 EC 一 0)? 在 6 的 全 体 Pe- 平方 可 积 

“121 ， 


无 偏 估计 类 中 是 最 小 的 , 为 此 , 设 2 为 9 的 任意 Py- 平方 可 积 无 偏 
估计 , 则 按 定理 3. 5.2, 有 
EKAE(Z/T) — 0 <E(Z—0: (Yo0€0). 
注意 ,ECE(Z/T) 一 0)==0. 于 是 ， 
Esc(T™* — 0) 一 FEo(T — E(Z/T)Y’ 
+ 2Ed CT* — E(Z/T)) » (E(Z/T) 一 0)] 
+ EE(Z/T) — 0)? 
ET* — E(Z/T)): + ElZ 一 9) 
若 能 证 明 ; 7T* 一 E(Z/T)=0 (modPo) (Y 9>0), 则 
ET —0O<E(Z—0 (OEO. 
此 不 等 式 正 是 我 们 所 要 的 结论 ， 
令 fT)=T' 一 E(Z/T), 则 有 Eof(T)=0 (Y 9EQ)， 另 一 


友 
方面 , Exf(T) 二 frodl 条] = | re .pt-idi (Y 0 渤 0). 故 
[7@ id = 0 CY 9>0). 


由 此 即 得 f(#)==0 (med). 从 而 ,f(T)==0 (modPe) (Y 9E€0). 
故 ExT* 一 E(Z/T))*=0 (Y. 9€EQ).. 
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第 四 章 ”离散 参数 鞭 


拷 论 是 在 条 件 期 望 理论 基础 上 发 展 起 来 的 一 个 概率 论 分 支 . 
本 章 只 介绍 离散 参数 拷 , 默 论 这 一 分 支 不 论 在 理论 上 还 是 在 应 用 
上 都 有 广泛 的 发 展 前 景 , 普遍 受到 人 们 的 重视 . 本 章 的 内 容 是 进入 
蒜 论 的 重要 一 步 . 我 们 将 首先 介绍 取 离 散 值 的 停 时 ,然后 介绍 鞭 概 
念 . 鞠 性 质 及 某 些 典型 的 应 用 , 


$4.1 停 时 


设 N={0,1,2,…},N==NU1{ 十 co}. 若 多 中 的 子 o- 代 数 族 
(CEN) 具 有 性 质 :多 ,GZri(Y nEN), 则 称 (F.) 为 中 
的 o- 代 数 流 . -7 表示 -7 中 子 集 之 全 体 . (0,.F ,P) 为 某 个 概率 空 
间 . = (&,,nEN) 是 定义 在 此 空间 上 的 随机 变量 列 , 

定义 4.1.1 若 对 每 个 nEN,& 是 多 -可 测 的 ， 则 称 # 适应 
于 o- 代 数 流 ( 久 . )， 

按 此 定义 ,车 记 多 :=o 名, ,…,), 则 (外 为 名 中 的 一 
个 o- 代 数 流 . 显然 , 是 适应 于 (多 ?) 的 . 这 种 情形 常 称 为 自 适应 . 

定义 4.12 设 - 是 (0， 多) 一 (N, 了 7) 的 可 测 映 射 . 者 对 Y n 
EN, 有 

(r=n) 全 {wr(w) =n) € F,; 
则 称 7 为 关于 (多 . ) 的 停 时. 车 P(r<<o0)==1, 则 称 7 为 有 限 停 时 . 
若 3 EN, 方 P(r<o) 王 1, 则 称 z 为 有 界 停 时 . 

注 1 从 定义 中 可 以 看 出 : 停 时 r+ 涉 及 到 三 个 要 素 :N, (多, )， 
PP. 当 ( 多 ,) 改 变 时 ,zt 可 以 不 是 停 时 . 当 P 改变 时 ,有 限 停 时 可 以 
变 成 非 有 限 停 时 . 

定义 4.1.3 设 t 是 (0, 久 ) 一 (N,.7) 的 可 测 映射 . 若 
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(t=n) €E FV nNEN), 
其 中 多 -= 多, 则 称 z 为 可 料 停 时 . 
引 理 4.1.1 设 (m& 记 1 为 (可 料 ) 停 时 列 , 刚 忆 十 ra infrs ， 
supr ,limt 和 lmr 均 为 (可 料 ) 停 时 . 
证 (nT =n)= U 人 一 人 人 一人， (2 ， 
Ginfri>n+ 1D)= 一 A Cun) Ez, (F ,1). 


Gupn<m) = eS ETT). 
(limr<n)= Csupinfke>wre<sz) ET (FH, 1). 
(Cimr>z 十 1) 一 (inf SUDk> TDP 十 1)E 2 2 1). 
易 证 : “(r= n) EF, (多 。1) (YaEN) ”等 从 于 “(r 委 2) E 
多 ， (F, (VY nnEN)”, 故 按 定义 4 1 2, 即 得 所 要 的 结 结论 ， 
引 理 4.1. 2 设 r v. 列 人 = END 适应 于 (9 )， -为 人 
时 . 令 


es Er DNHY EN), 


0， 当 wE (r= co) 时 . 
则 怀 为 cv 
证 设 BE 瑟 ， 则 - 


{#. € B) =U{s. EB}. (r=n) U {é, € B). (r= 00). 
此 式 中 的 每 一 项 都 是 多 中 的 元 素 , 故 (EB}E 多 ， 
引 理 4.1.3 设 &=(&,,nEN) 为 通 应 的 r.v. 列 . 定义 : 
ra=inf{n EN.é EB),in{{(Y} 一 .co 
其 中 BE 光 , 则 zs 为 停 时 ， 
证 对 Y zt, 有 ,证 
(rs =n) = {wh BO0ZkEn 一 16EBE 罗 (之 1)， 
(rr 一 0) = {wb € B} € HF,. 
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故 re 为 停 时 . 


Urs=) = (00Srs<o0). 停 时 与 适应 序列 之 间 的 这 个 关系 是 
很 有 用 的 
和 4.1.4 设 z 为 停 时 ,定义 ， 
FS,={AEFTANGTS=n) EE FY n EN)), 
则 称 多 是 与 + 相 联 的 oc- 代数 ,一 种 等 价 的 定义 是 将 字 由 
o( 了 U7,) 代 替 
引 理 4 工 4 设 niti 均 为 停 时 
G) rz 是 罗 ,- 可 测 的 , 即 o()C 访 ,; 
(1) nr CF ; 
QD) FN r=n)=F, (Nr=n)(Y n€EN); 
(iv) A 二 Cn 过 wy) 或 (1 之 tz) 或 (ti 一 ww) 坟 AEF n= 多 站 
证 结论 人 显然 . 如 果 msr, 则 对 Y AE 多, 有 
ANCmn) EFAVnEN), 
>ANGt =n)=AN DN =n) €Z, we 
故 多 , 忆 ,; 此 即 结论 0). 设 AEF, 则 4，(r=n) E19 ，. 人 队 
而 ,4， Cr 下 。 (rz 一 GE 罗 人 (Cr 一 站). > Mee 


二 n), 现在 ， AEF, 门 (r=2); 则 AN 站 mC(r= 有 = 二 了 下 ,nV kE 


N, 从 而 ,A 门 (rk)EDFi(V REN).=>AEYT FT, Nr=n)C 
久 , 门 (r=n). 综合 起 来 得 结论 Giii). 为 证 (iv) ,考虑 到 对 称 性 , 只 需 
证 明 :4=(Cm<cr) GE 多 mAra， 为 此 ,对 Y nEN ,不 难得 : 
Tr) =n) = nr =n) € HF,, 
(<r)(Cr 一 1 一 (一 2)(r Nn) ET, 
>n rn) EF NF,. 


假定 AE 站 , 则 

A Nt =n) = AC =n) (rnUAC nr = DED,. 

>AET nT NF ET, 
反之 ,假定 4E.F nh; 由 

A =n) =AC =n) mn) U AC =n) (rn) 

=A(r ATt= n) Cr = 71) U AC A 
(n= EF, 
>AEF,. 同 理 , AE ,. 
Fp EF fF, 

综 上 分 析 , 便 得 结论 Gv). 

注 3 为 什么 不 考虑 clr), 而 把 注意 力 放 在 .多 .上 . 这 个 问题 可 
以 从 下 面 的 引 理 得 到 答案 

引 理 4.1.5 设 & 为 适应 于 ( 久 . ) 的 r,v 列 .rt 为 停 时 ,&. 按 引 
理 4.1.2 定义, 则 和 纪 蚌 多 -可 测 的 . 

证 按 引 理 4.1.2,4={$.EB}EF(Y BE 加 ), 又 

A (r=n) = {6 €B) “(r=n) EF(V n EN). 
故 4E. 罗 .此 即 所 要 的 结论 . 

-定义 4.1.5 设 和 (EN) 为 Tv， . 列 . 若 伍 是 多 ,_1- 玉 可 测 
的 (Y xnEN)(F i=. 0), 则 称 为 可 料 序列 . 

任意 可 料 序列 必 为 适应 序列 ,但 反之 不 然 . 

引 理 4.1.6 阁 为 可 料 序列 ,r 为 可 料 停 时 , 则 是 多 -可 
测 的 ， 


1 Arto" 





= {AE€F.A.: (zr = 7) E FYn EN)). 
证 类 似 于 引 理 4 1.5 之 证 ， 
3 引 理 4 1.7 著 & 为 可 料 序列 , (zs, 之 1) 为 上 升 的 可 料 停 时 
列 . 令 (Yk 之 1), 则 Y= (世人 关 1) 为 适应 于 
(2 DN r.v. 列 . 
证 由 引 理 4.1.6 立即 可 推出 此 绪论， 
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$4.2 默 的 定义 和 例 


设 (0,. 久 ,了 ) 为 概率 空间 . (多 EN) 为 罗 中 心 代数 流 . 

定义 4.2.1 设 &=(6&nEN) 为 (0Q, 多 ,P) 上 的 广义 rv 
列 , 且 适 应 于 (多. ). 

(i) 若 乞 EL’'AL' (0,F,P), 量 已 (和 re。 ) = ( 伺 ， 
委 )6CmodP)CY EN), 则 称 二 为 关于 (了 ,你 ,) 的 缺 (下 款 , 上 
鞭 )，. 

(iD 车 ECEt1/F AE/F,)<oomodP)(YV nEN),H 

El(&n/F,) = (FF, SmodP) (VY n € NN), 

则 称 为 关于 CP,. 祈 .) 的 广义 拷 ( 广 义 下 靳 ,广义 上 鞭 ). 

这 里 说 到 “广义 r. v, ”其 含意 是 可 以 取 填 oo. 而"r,v. "可 以 理 
解 为 取 士 co 的 概率 为 0. 当 i1 EL 时 , 它 关 于 .也 ,的 条 件 期 望 为 
rv, 然而 ,对 任意 Tv. $41, 它 关 于 多 ,的 条 件 期 望 不 必 为 r.v.， 
即 为 广义 r.v, 随机 元 $= (&,,nEN) 的 著 性 质 与 概率 了 和 oo- 代数 
流 (F,) 有 关 ,P 和 《 久 ,) 的 改变 均 可 导致 蔷 性 质 的 改变 久生 号 
M(P, 多 .),M,(P, 久 .,),M(P, 祈 .) 分 别 表示 关于 (P, 祈 .) 的 
拷 \ 下 靳 ,上 拷 序 列 之 全 体 , 4,( 多 . ) 表 示 适 应 于 (也 .) 的 Fv. 列 之 
全 体 ， 

引 理 4.2.1 设 SEMCP, 久 .MP ,)),r 为 停 时 ， 
令 FF EY nN), 则 

= (bin €E N) €E MCP, FT. MP,T".)). 

证 按 引 理 4.1.1, 对 Y "EN,r Nn “为 停 时 按 引 理 4. 1. 5， 
6 是 宁可 测 的 , 按 条 件 EMCP,. 多 ,), 有 

LGA/ FT a = Eosnb i/ ,) 

= EC /Fe = (2)S : 1modD). 


~ 2 I Tv ee 
ESA D/A nAr) Loren) 一 SEC ern/ Am ) le 
k=0 
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= > EC/F LD = + len. 


大 一 0 


EAon/F mn) = (FF)Sen modP), 
故 EEM(P,F".) MP,F".)). 
注 1 这 个 结论 是 Doob 停 时 代 换 不 变性 的 一 种 特别 形式 . 它 
可 以 稍微 变 得 更 一 般 些 ; 设 (ri,kEN) 为 上 上 升 的 停 时 列 , 且 每 个 
有 界 , 则 引 理 4. 2. 1 仍 成 立 , 
定义 4.2.2 设 <E4.( 多 .), 帮 3 停 时 列 (z,k 之 1) 满 足下 列 
要 求 : 
Q) ro0 Ca,s); 
Gi) 6% 一 《和 An Lr 0) ,多 An n€EN)EM(P, ZI",) (MP, 
到 ))， 
则 称 为 关于 (多 , ) 的 局 部 缺 ( 局 部 下 式 )， 
定义 4.2.3 设 E€4(F,),y=(,nEN) 为 可 料 序 列 . 
令 v* E=(Cy" é), ,nN), 
其 中 人 AS = 一 -1,51 二 0， 
VE) = ,th, * ASlY nEN). 
则 称 v，€ 为 的 沁 变 换 . 
”定理 4.2.1 设 fEA4,( 多 .). 下 列 条 件 等 价 : 


(a) € 为 局 部 著 ; 
(Cb) 为 广义 园 ; 
(c) 为 某 缺 的 王 变换 ， 


证 设 为 局 部 扶 . 按 定 义 4. 2. 2, 存 在 停 时 列 (rm,& 之 1)， 
to0,E= Cs * Snaren EM(P, SF". ) (YA 之 ]) 
>E(ovoléinnl) Yn ENLk1) 
ECs/ ln = EC lle,>n/F .) 
= E(try A [leww/,) 
ECSéorvnar | layw/F,) < (modP). 
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注意 , (tw>n) 个 当 站 守 时 .于 是 ,对 Y nEN, 有 
EC(é |/F,) < ce modD). 
从 而 ,EC&41/ 祁 ,为 r.v.. 于 是 
é,* Tos 一 lc>oeAa "1c>o 
一 1o>a 区 (orbAnleezoA 2 Ar) 
=E(Sorvnn ° lown/F 1) 
=1o>nE (Si/ 7 ,) (a,s), 
在 此 式 中 ,让 x 个 co, 则 可 得 ; 
6 = El(é, pn/F,) as) (Vn EN)， 
故 & 为 广义 园 , 芭 (a) 二 4)， 
现在 设 € 为 广义 鞠 , 这 时 ,ECHAS,i 4/ ,) 为 r.v, 事实 上 , 按 
广义 靳 之 定义 ,不 妨 设 ES 了 ,) 为 r.v, 按 条 件 E€ (7,)， 
Eh/ TF) = 68+ En/F,) 
为 r.v. 于 是 ， 
ECIAS |/F,) SEES |/F,) + I$| < 0 (a.s)， 
A = 交 0， 


N 
1, 当 ECAS, | /多 ,1) = 0 时 . (YnEN) 


二 了 二 A&i(Y 4 EN)，( 规 定 人 1 = 0,F 1 = 多) 


则 名 二 QD,(Y nEN), 这 是 因为 
DY Ny 
显然 ,为 可 笛 序列 而 
BE 二 


k=0 Wh | 





= DE TEA N/T) n+l 
k=0 : | i 
即 EZ, 又 
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E(AN/F 1) 一 到 LA /Fo 一 LECAE,/F ,1) 一 0， 


故 7 为 转 . 从 而 ,得 人 @) 一 (c)， 

最 后 , 设 为 某 蔷 7 的 ww 变换, 即 生 =Q 7)w, 令 

一 inf 人 2 和 入 :| Eh, nl > ,inf(Y} 一 co， 
则 由 ”的 可 料 性 知 :=m 为 停 时 , 且 mx 人 + ce 当 4 ce 时 .由 7EMCP， 
多 .) 及 产 之 定义 可 知 :和 AnEZ. 记 
A$i 一 名 An 一 和 oo-Dbha 
则 匹 (lo>oA6e UV 多 nn) 一 巨 (Lu>oyoHDAnAyA/ 多 on) 
一 lo>nyosbnAa 再 (AN 多 so) 一 0， 

下 ls EM(P,F.%) (Y kh 之 1), 由 此 即 得 (cy) 二 (a). 

例 4.2.1 似 然 比 , 

设 (2, 多 ,P) 为 概率 空间 .了 一 (yz 过 1) 为 (2 多) 上 的 随机 
序列 . 多, 一 z(Y57Y:…Y,Q 为 (D, 多 ) 上 的 另 一 个 概率 测度 ， 
且 Q<P, 其 中 QQ1F ,P=P17 (Yn 之]D). 令 庆 = 知 


~ dP,” 
则 X=(X,,n 之 1) 具 有 下 列 性 质 : 
(1) XEM(P,F.). 事 实 上 ,对 Y AE 多,, 有 


_ deQ +1 
| XnaP =| dpm dl"t 一 十 1 (A) 一 ©&, (4) 


=| xaP， = | XaP. 


注 2 一 般 地 说 ,和 所 MGQ, 宏 .)》 

(2) 设 Qi ,Px 由 CY1,Yoy ,YY ) 分 别 相应 于 Q,,P， 所 诱导 的 
(R',B") 上 的 概率 分 布 , 且 Q? 六 ,了 P; 切 为 ， 这 里 % 为 x- 维 
Lebesque 测度 , 则 





_ dQ _ dQ ,., (Ye 
X= Pp 7 dp V1) = pFrseee,Y,) 
. IQ dP 
其 中 gn 一 ， 加 ,一 dh 


(3) 假定 了 关于 P.Q 均 是 独立 . 同 分 布 的 . 则 


GZ) 
X, 一 二 py)? 


其 中 p(y)、,q(y) 为 了 分别 相应 应 于 PP.\Q 的 分 布 密度 ， 

(4) 在 (3) 中 的 假设 下 , 若 p,q 不 恒 等 (nodh) , 则 PLQ, 即 
不 收敛 . 事实 上 ,p,q 不 恒 等 (mod) 宕 明 ,3 HE 多, 让 P(Y,EH) 
和 关 QGOrE 万 ), 令 2, 二 lr,en), 则 按 强大 数 定律 ,有 


工 1 Oa PY, € H) (modP); 
1 3)2, ~ QCY, € H) (modQ). 
k=l 


令 4 人 二 号 2mPGE 且 二 则 由 POnE 有 D 关 QGne 
媚 ) 知 :P(4)=1,QC4oD)=1, 即 PLQ. 
注 3 最 后 这 一 点 表明 ， 即使 对 Y 1 有 Q< 和 P,， " 仍 不 能 保 
证 :Q<P. 
例 4.2.2 分 枝 过 程 ， 
设 CNu4:n 守 1,k 宇 1) 为 r.v. 族 ,Nn 取 值 了 于 NN, 且 对 Y nn 宇 1， 
CN 之 1) 是 独立 同 分 布 的 . 定义 Zo 二 1， 
人 十 下 十 和 Nai(w) 中 ， 当 2Z,1(w) 关 0 时 ， 
Zi(w) = 
lo, 否则 . 
则 2Z=(2,,nEN) 为 分 枝 过 程 . r. v. Nin 表示 第 代 中 第 个 子 群 
体 的 数目 ,Z, 表示 第 2” 代 各 子 群体 数目 的 总 和 ， 
设 EN 二 mr 天 0, 则 


Zl 
E(2,/2,1) = E( ZNw/Z 一 pe 。 2. 


令 了 X=m™" 2,(nEN), 则 X= CxomE IN 为 自生 名 
事实 上 , 令 
FY 一 o(Xo, Xi ,KR,) 一 olLosLi Ln) 7 
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叫 ECX /TN) 一 区 Co+DZ AZ 
一 MeotrbDZ 7 一 1 一 六 

注意 ,分 枝 过 程 具有 性 质 ; 若 已 知 当前 一 代 , 则 未 来 的 发 展 独立 于 
过 去 的 历史 状态 , 即 该 过 程 具 有 Markov 性 . 

例 4.2.3 博弈 问题 . 

甲 、. 乙 双方 对 弈 ,7 表示 甲 方 在 第 ” 轮 对 弈 中 胜 负 的 指示 量 ， 
也 王 1 和 也 一 一 1 分 别 表示 甲 方 胜 和 负 . & 表示 在 轮 对 宰 后 的 总 
结果 ,v 表示 甲 方 在 第 轮 对 弈 中 所 下 的 赌注 . w 表示 甲 方 所 拥有 
的 初始 赌资 , % 夺 1. 则 

6 = Du nV n EN). 


对 此 博 蛮 模型 ,我 们 作 下 列 恨 设 : > 

假设 1 ”对弈 过 程 独立 同 分 布 , 即 ?= (7 ,EN) 独 立 , 且 
P=1D)=p,P%h=—1)=g=1p; 其 中 0<p<1l. 

假设 2 v= ,wnEN) 为 可 料 序 列 .这 个 假设 是 基于 甲 方 在 
第 4 十 1 轮 对 弈 时 所 下 的 赌注 w+: 以 此 次 之 前 的 输出 情况 为 依据 
这 样 一 个 现实 背景 . 

假设 3 一 代数 流 按 如 下 格式 给 定 ， 

TF = oh ) (Vn EN). 


现在 ,我 们 将 写成 黄 的 变换 形式 . 设 了 -0 一 人 Ga 


EN), 则 乌 一 和 wm，AYi(Y EN), 按 假设 1 一 3, 适应 于 
(了 F.) 迟 tl 是 多 -, 可 测 的 . 因此 ,# 是 Y 的 y- 变 换 . 

若 p= 二 9; 则 YE MCP,FZ.),é$ 为 广义 靳 . 

若 p>>gq; 则 YE M.(P,F.),& 为 广义 下 持 . 

若 p<q; 则 YE MCP, ),& 为 广义 上 黑 ， 
上 述 结论 是 在 假设 1~3 下 得 到 的 . 这 里 利用 了 如 下 基本 关系 ， 

尼 (AS TV) = Er MY nn/F,) = HL (pC— a). 
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不 难看 出 , 黄 表 达 平 等 对 弈 这 一 概念 ,而 下 舱 表 达 对 弈 于 甲 方 有 
利 . 上 球 表 达 对 弈 于 甲 方 不 利 . 

下 面 ,考虑 甲 方 在 对 弈 中 采取 的 一 种 对 策 . 如 果 甲 方 在 直至 
一 1 轮 对 弈 中 都 失败 , 则 将 第 ， 轮 的 赌注 加 倍 , 而 一 旦 成 功 就 退出 
对 弈 , 这 一 对 策 的 数学 表示 如 下 :mm 一 a; 当 "之 2 时 ， 

b= a 2。 li) 
设 名 =0, 并 令 
r=inffn 完 1:», = 1}) ,nf{(D}= o0., 

显然 ,z 为 停 时 . (r 一 如) 表示 甲 方 直至 到 一 1 轮 都 负 , 而 在 第 轮 
时 胜 . 因此 ， 


一 Di =— a — nn, . 
和 一] 和 1 于 (r = m) 上 ， 
Qa, 


nO 二 ni, 
终止 时 刻 + 是 一 个 很 重要 的 变量 , 现 讨 论 它 的 某 些 性 质 ， 
性 质 1 zr 为 有 限 停 时 , 即 P(r<o0)=1. 
事实 上 ,已 (rz 一 站 一 忆 (和 一 一 1 1 委 4 委 2 一 1 了 一 1) 一 g 


Pr 二 cc) 一 PPEe=w =—p- S om 一 13 一 1 
| 
性 质 2 设 r 为 相应 于 pE (0,1) 的 停 时 , 则 
= Dn- "P(t =7) = Dn a 一 这 一方 


个， 当 pp 不时， 甲 方 终止 对 弈 时 间 就 平均 而 诗 在 缩短 ， 
这 符合 p 值 增高 ,对 弈 于 甲 方 有 利 这 一 事实 ). 

性 质 3 $$.=ala.s), 且 Eé.=a. 
(这 个 事实 可 解释 为 ; 若 甲 方 有 足够 的 赌资 ,而 乙方 一 直 陪 赌 ,只 要 
甲 方 赌 技 参数 名 >0, 他 终归 会 达到 目标 值 <. ) 

性 质 4 设 凡 a>0,p== 广 ,r=ty, 则 为 靳 ,上 且 

Eé, = 0(V nn 之 1),Eé, = a(> 0). 
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(这 种 情形 表明 ; 当 用 停 时 r+ 代替 时 ,等 式 56, 二 0 不 必 保持 . 但 
按 引 理 4.2.1, 当 用 停 时 nAr 代替 时 ,此 等 式 必 保持 , 即 En 
一 0)， 

从 性 质 4 中 很 自然 的 提出 了 一 个 问题 : 当 6 为 蒜 时 ,在 什么 条 
件 下 ,用 停 时 rz 代替 ?使 得 等 式 瑟 .= E6 成 立 . 下 一 节 将 讨论 这 
个 问题 . 


$ 4.3 软 的 停 时 代替 不 变性 


设 EM(P, 了 F.)(M.(P, 久 .)).r 为 停 时 .本 节 要 讨论 的 主 
要 问题 是 :在 什么 条 件 下 , 当 n 由 rm 替代 后 ,关系 式 ,二 (之 )ES。 
仍 成 立 . 关于 这 个 问题 的 最 重要 的 结果 就 是 Doob 的 停 时 代替 不 
变性 定理 ， 
定理 4. 3. 1(Doob 停止 定理 ) 设 EM(P,F.)(M,(P， 
六 .)). TT 为 有 限 停 时 . 车 . 
GD Elé.|<% G=1.2); 


Gii) lim| I&,|dP=0 G=1,2), 
no (ri 由 


则 EC /F) = (SF) (modP) 于 (tn) 上 . (4.3-1) 
特别 地 ,车 P(r, 宕 )==1, 则 
E(é, /2,) = ( 伺 )5 (modP). (4. 3-2) 


证 羡 二 人 ro 则 六 为 停 时 , 且 rT? ST. 这 时 ， (4. 3-1) 式 等 
价 于 :C4. 3-2) 式 中 将 改 成 六 .因此 ,不 失 一 般 性 , 设 P(r 之 rn) 
二 1 ,并 证 明 (4. 3-2) 式 成 立 . 

记 A4,=A(r=n) ES,(VAE 多 ). 按 条 件 (1) 及 
Lebesque 控制 收敛 定理 ,有 | 

Els: (5 一 6 ) 一 lim ELl, . (les tr, 一 lasmér) 1]. 

(4d. 3-3) 
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六 
E(la * lo <mér) 一 之 下 (ln nt) 
N 


= DE-nk) 十 Pea ‘ruts,) 


n=0 


一 ( 委 ) SEC wk,) 十 SE spt) 


用 一 由 4 一 癌 


N N 
=(<) > 天 (14ozrn6) + DE(a.e smén) 


=E(lacsmér,) 十 EClacn < >N EN). 
将 此 式 代 入 (4, 3-3) 式 中 ,得 
Ela.(é,, 一 CE. ) = (之 ) lm (~ Eaaere, ,Sw)) 
按 条 件 (ii) ,有 
lim [EC <Necry.aén) | 魏 im 下 (1oo>m lsvl) 一 0， 
故 Ela M (4 一 eu) 一 (之 )0 (VY 和 A E€ 六 .). 
此 式 等 价 于 (4. 3-2) 式 成 立 . 
注 1 在 上 节 的 例 4.2.3 中 物 作 了 了 一 个 信 时 rt; 当 p= 方 'a> 
0 时 ,7 有 多 .=a>0, 且 
lim| sdP = a>0, 
Mou (r>m) ' 
由 此 可 见 , 此 例 中 的 蒜 不 满足 上 述 定 理 的 条 件 (ii). 而 且 , 实 际 上 
确实 有 Eé.=a 关 0 二 E&1, 
注 2 如 果 条 件 (i) 不 成 立 ,条 件 (ii) 成 立 , 也 不 能 保证 定理 真 . 
设 (4i,k 宇 1) 为 2 的 一 个 可 测 分 割 , 旦 PG) 之 0 {Yk 宇 D. 让 


,=o(Ai 1 EREnN) ,b= 2 BU Iu 1). 则 5 为 下 团 . 定 
义 映射 +: (r=) 一 二, 则 为 停 时 , 且 


用 一 | SP 0m 
1 (r>m) 


a=1 


可 见 下 著 & 不 满足 上 述 定 理 中 的 条 件 G), 虽 对 Y nn 之 1, 有 玖 (6/ 
>,) 之 ,但 它 越 出 了 可 积 范 围 ， 
推论 43.1 设 6EM(CP, 多 .), 且 一 致 可 积 . ra 为 有 限 停 
时 , 旦 rr 和 ca.s), 则 
EC(é,/F.,) 一 各 (as)， 
证 为 此 , 仅 需 验证 定理 4. 3. 1 中 的 条 件 GD 和 (ii)， 
为 凌 表 明 ;16| 为 下 各 . 按 引 理 4 2.1, 有 
Elé | EIS| (Vn €N). 
# 一 致 可 积 表明 :supEl 和 名 |<o0. 按 Fatou 引 理 ， 
Elt| =EdQim|é nel) < limElé ntl 
<limEl®,| < supElé,| < co. 
同 理 ,已 |6|<ce. 故 定理 4. 3.1 中 的 条 件 (i) 成 立 ， 
为 证 条 件 (i) 成 立 . 考虑 如 下 估 式 : 


| | ldP =| | 和 | ， leaswdP 十 | | 名 | 机 lusndP 
(tr>n) {I> 


(I, ee)} 
<c. P(r>n)+ supd] ls 1dP)， 
按 一 致 可 积 ,上 式 右边 第 二 项 当 c + cc 时 极限 为 0. 按 7+ 的 有 限 
性 ,右边 第 一 项 当 ? 人 ce 时 极限 为 0， 
故 lim| leldp 一 0 
同 理 , 此 式 对 杰 成 立 , 帮 条件 (iD 汪 中 
推论 4.3.2 设 EEA(.,), 目 3 0 和 7-ED ,使 得 
[| 寺 EQ/ 多,) (a, s) (VY n € NN), 
则 对 任意 有 限 停 时 +, 有 


El$.| < 一 co， lim| I& dP =0. 
NN 《TH 


证 令 刀 一 ET/Z). 如果 7 为 一 致 可 积 鞭 , 则 按 推论 3. 1， 
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E7:= =Emn=E7y,<00， Blimpap = 0. 按 < 受 7 控制 之 之 假设 ， 
有 El&.|<Ey<o0， 


lim| |é&,1dP 过 lim| ,dP 一 0.， 
Heo (r>n) Hp 
剩 下 的 问题 就 是 证 明 :7 为 一 至 可 积 机 
7 为 蒜 是 显然 的 . 下 证 一 致 可 积 性 . 

PO >C) 委 CTIE7 一 CI。 

之 supP 0, > CC 和 CTIFET 一 0. 
令 风 = 人 (sa 二 {7 之 a} ; 则 对 VY a0, 有 


s ,dP =s ,| dP 

十 本 PP 一 sj me 

= SU dP 
pd 十 | 


过 a supPly, 之 C0) 十 | ed 


Co nn 


注 3 即使 EA (多 . ) 一 致 可 积 ,也 不 能 保证 :对 Y 有 限 停 时 
rz, 有 巨人 |<<cc. 下 例 将 说 明 这 一 点 让 


测 分 割 , 且 P(A,)>>0 (VY n> ,PA PUA. ; to 当 an 个 co 时 . 多 7,= 二 
o(44:1 二 kn), 定义 


§, 一 -BT aPCAD1S, (Ca 之 1)， 

则 $E€E 4.( 多 . ) 是 一 致 可 积 的 . 现在 , 构 作 停 时 r, 使 得 
(z 一 1) 一 ly 7 完 1). 

对 此 停 时 ,有 E|&.|= > 1 二 一 co 


推论 4. 3.3 设 EM(P， 多.) (MCP, 祈 ,)).r 为 停 时 , 
若 Er 过 oo, 且 3 no€EN 及 常数 C, 使 得 


一 lim sup| ,dP 二 0, 
人 ,二 CC - 
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leswE(AS,|/F,) RC (as) (VY 7 之 710)， 
则 El&.|<o0, BES,= (>)Eé,. 


证 设 隶 = |ASi|,&_ 二 0， 加 一 22 办; 则 


EY. = Dee Bn 一 Y， Sy Edo-wm) 
月 一 人 k=0 k=0 wi 


oo 


= OE 1 csp) <Sao * 1)) CFP sh 


k=n0 


< Vpn +C.Er<o 
炎 二 0 
im| 1dP cad . dP) 


<lim| raP 0. 
故 定理 4, 3, 1 中 的 条 件 (i) 、( 让 i) 成 立 . 


定理 4. 3. 2(Wald 等 式 )” 设 6 二 ($6,,n 之 1) 为 独立 同 分 布 的 
TV. 列 . 多 一 z(6 6 -人 (>>])， Fr 为 售 时 ， 且 Er<oc. 


GD) 车 人 ED, 由 El( > 一 有 


(ii 若 人 EL, 则 El( De rp ) ErVe,, 
k=1 
其 中 VE =E(Cé, 一 下 SI)2， 


证 令 = 儿 人 名-nB51 一 (6 一 E81), 则 EM(P,9.)， 
有 ECA/F, 1) =E(E, — Eé|/F,) 
一 巨 | 名 一 ES | < 2E|8 oo 
按 推 论 4. 3. 3, 有 E7. 二 Ey 二 0. 由 此 即 得 (D. 
为 证 (ii) ,补充 定义 加 =0, 多 一 (C,9). 刚 仍 有 7EMCP， 
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久 .), 其 中 ( 久 .)=(F,,nEN), 是 
0 EAm/Y, 1) =E((AD)/F ,1) 
=E(é, 一 FES) =Vé < co， 
由 此 即 知 : 好 一 ( 有 ,2 EN) 为 非 负 下 蒜 , 且 


E¥: = > ECRle-m) 一 PEGs DA ) 


n=1 


一 yy E(AR1n) = SECA .loan) 
由 二 ] 一 大 : k=1 
= Ee EM/ 1)) 
k=1 


-ve Pr> £) = VEél, Er 


由 此 即 得 Gii). 
注 4 ”如果 Wald 等 式 中 ,只 假定 + 为 有 限 停 时 (不 必 可 积 )， 
则 


”mAr 
C1)’ ET NE El( 2 二 Ek&1( 当 SELL 时 ); 


Gii)' limp A ES GArd Es) =V&( 当 & EL 时 ). 


例 4.3,1 “和 这 全 4 2. 3( 博 弈 问题 ) ,符号 7 一 (7 ) wi 
一 (6),>i 的 含意 不 变 .7 独立 同 分 布 

P(7 =1)=p,P,,=—1)=9=1~p,0<p<=1. 
假设 甲 方 每 次 投 赌 一 个 单位 , 即 二 1C(Y 8 之 1), 则 甲 方 在 前 轮 


对 弈 中 输出 的 结果 为 6 一 2 办 (Y n>1). 设 甲乙 分 别 有 财 资 141 
和 2B; 其 中 一 4 和 B 均 为 正 整 数 . 如 果 甲 、 乙 的 赌资 有 一 - 方 办 给 对 
方 , 则 对 弈 过 程 停止 , 这 可 由 如 下 停 时 表示 : 
0 一 inf 人 2 之 1:2 一 4 或 B),int(C) = co， 
讨论 的 问题 是 :计算 期 望 Eo 及 筑 灭 概率 
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a = P(t, = A),P = P(t, = B). 
令 =nAol0 宇 1), 则 忒 为 和 停 时 ,是 

(i) 人 go 当 n 人 co 时 ; 

G0) 15 <IAIVB,S <IARYV BY n>1). 
若 p 关 9; 则 EA1 关 0, 按 Wald 第 一 等 式 ,得 


Er, = 
一 Eco = limEr, = 三 limEé.. < oo. (4. 3-4) 
若 p=g, 则 E81 二 0,ESf=1. 按 Wald 第 二 等 式 ,得 
Er, = Eé? 
一 Fa 一 limEr, = -limE < cc、 (4. 3-5) 


由 (4. 3-4) 式 和 (4. 3- 5) 式 可 知 ; 当 0<p<1 时 ， Ko<o09, 从 而 ec 为 
有 限 停 时 , 即 P(o 之 cos) 二 1. 于 是 : i 
$6 当 7 一 co 时 . 
按 Lebesque ee 可 推出 
一 limEé, ,Fé 一 limEé. 
按 (4. 3-4) 式 和 (4.3- ,5 说 
go Er -当时 
Eé? = A?at BB,. 当 p ==g 时 
(4, 3-6) 
显然 ,由 Pla<oo) 1 可 知 
4 十 BR=1， . (4.3-7) 
为 得 到 a .8 之 值 ， 需要 补充 一 个 关系 , 如何 找到 这 个 关系 ,我 们 将 
求助 于 Doob 的 鞭 停 时 代替 不 变性 定理 4. 3. 1， 
车 p=g, 则 栈 , 一 0, 且 4 为 所 .由 名 EL' 及 o 的 有 限 性 知 : 定 
理 3. 1 中 的 条 件 满足 . 于 是 ,有 
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Eté, = ESé, = 0,BN Aa+t BB = 0, (4. 3-8) 
若 pg, 则 ES1 关 0,é 不 为 加 . 这 时 ,我 们 可 以 构造 一 个 软 X= 
(7,)w=1 如 下 . 令 


Y, 一 pi (7 之 1) ,其 中 6 一 一 


则 Ely,l=E(I[e")=1 Eom=1; 
， | 一 
Qi) En/F,)=7, . E(p"t1/%.,):=7, (a. s); 
(ii) Y=0(pV po NS. 
因此 ,7 为 对 , 且 c 满足 定理 4.3.1 中 的 要 求 . 于 是 


有 一 一 1 即 pe 十 pp 一 1 (3-9) 
将 (4. 3-7)~(4. 3-9) 诸 式 联合 起 来 ,可 解 得 
Pl 1— pa 
— A pq，, i Pg 
i ea 
< 
B+IAl’ ?7 B+1laAl’ 2 一 个 


1 ， 
Ce pq 
42za 十 BB, P=4a. 

其 中 0<p 过 1 ,Pp 二 车 方 。 

注 此 例 中 a.B 的 计算 公式 也 可 通过 另 一 途径 推导 出 来 ( 参 
看 [1j,ch. 1, 8 9), 简 录 如 下 : 

补充 :二 TE (4,B). 令 各 一 xz 十 名 (Y 1 这 ]) ,全 = 

Or = inf{n EN.E 4 或 sinf {2} 一 


信 ==(o = 各 二 ,BB 一 lo 一 忆 杂 二 B). 


= i=0 
ar(z) = POAD ,B(x) = POBI). 
alx) + Bilx) = Plo, Sk).., 
由 GD mxCz) 人 aCzx) ,Br(z) 4 BCz) (VY xzE[4,B] 为 整数 )， 
Qi) a Cr)=Ela=EEa/F 1)=pElatitig * El 
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一 名 oz 十 1 十 ak 一 1)， 
ii) a(z) 二 palzx 十 1) 十 ga《z 一 1)(Y 整数 zE(4,B)) 
(iv) 边界 条 件 :a(A)==1,a(B)=0, 
可 知 ,a(zx) ,PB(z) 满 足下 列 定 解 方程 ， 
a(X) 二 pal(z 十 1) 十 qalx 一 1)(Y 整数 x €E (4,8))， 
[ow 一 1,x(B) = 0, 
(4. 3-10) 
人 二 pp(lz 十 1) 十 gpBlz 一 1) (VY 整数 xz € (4,B))， 
P(A) = 0,8(B) = 1. 
(4, 3-11) 
分 p=qg 和 p 关 9 两 种 情形 解 方 程 (4. 3-10) 和 (4. 3-11), 即 可 得 
alz) .B(x) 的 计算 表示 . 然后 ,让 a 二 a(0),B 一 8(0) 便 可 得 毁灭 概 
率 a 和 B, 且 4 十 68==1, 从 而 ,Pl(o<oo)=1. 
令 志 (7) 二 n Acornm《z) 二 Er.(z), 则 类 似 作 法 可 推出 ， 
paz)=1+pn-i(zt1) i+anm_i(z—1) 
(Y 整数 xz € (4,B))， (4. 3-12) 
让 nn 个 oo, 则 得 
m(x) 一 pm(lz 十 1) 十 qm(z 一 1) 十 1(YV 整数 x € (4,B)) 
mA) = 0,m(B) = 0. 
， (4, 3-13) 
先 在 maCz)<ce 的 假设 下 求解 方程 (4. 3-13), 然后 , 令 Eo 二 m(0) 
即 可 得 所 要 的 计算 表达 式 . 然而 ,确定 Ka 是 否 有 限 仍 然 要 借助 于 
Wald 等 式 . | 
定理 4. 3.3(Wald 基本 方程 ) 设 ==(&,,n 宇 1) 为 独立 同 分 


布 的 rw 列 .5, 二 儿 仿 (Y 4 之 119,=0 人 名和). 记 4) = 
Eexp (SD CY 1ER). 并 3 46 关 0; 闻 1 和 G40)<oo. 假 如。 
(iD zr 为 停 时 , 且 Er 过 oo0; 
Gi) SC 于 (rn) 上 (YY nto)， 
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其 中 mo 为 为 某 正 整 数 各 
El(g "(to)explto5)) = 
证 令 加 二"(to)exp(t05w), 则 Ew, 二 1, 且 
Er/F,) = 1a.s)—>7 E MP,Z.). 

lezwECAND |/F,) 

一 rsjEC Y(to)explot,) — 11/F ,1) 

= il E(to)exp ot,) — 1|) S21l cm 

< 2exp (to lS, |) 1 SC 2exp (oC). 

按 推论 3.3, 得 1==Elg71(0) ， em) 一 7 


$ 4.4 ”基本 不 等 式 


本 节 主 要 介绍 Doob 的 歉 不 等 式 . 其 它 与 鞭 有 关 的 不 等 式 只 
给 出 结果 ,其 证 明 可 参看 有 关 文 献 , 定义 下 列 符号 : 


7 = maxl&l, $l, = (EIS, 154( > 0). 
定理 4. 4. 1(Doob 的 靳 不 等 式 ) 设 0 过 EM,(P, 多 .), 则 对 
Y n€EN, 
GD PC >0<1| watdPSL Eg, e>0); 
Qi) 外 名 几 5 委 1 生 7 1 1 ,Cp> 1D); 


(iii) | 和 人 和 委 外 6 由 科 isse z+ | élnté, 1. 
证 先 证 Q0). 设 (了 F.)= CF 0 
一 jnf{(0 委 & 乏 2 所 人 einf( 休 ) = nn. 
则 5 为 有 界 停 时 , 按 定 理 4.3.1,E($,/F.,) 之 &. (a.s) 


Et, > 8s, =| $dP+| .$sdP 
” 人 PE) " 人 


< 4 


asP(6 之 8) 十 Elé, le < )， 
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于 是 结论 GD) 真 ,， 


PARN 


le tse 2 SS G+ le 上 < ce. 
k=0 

由 各 EL 可 知 | 

PE 21) < Erlesmn) 0, 当 te oo 时 

> 1 t= EIS = pp > pa 

< 中 入 | Sd Pad 

一 PE oa >0dt » &,) 

一 一 人 REG (€:)1) < 人 1&1 ,Elé; 1 二 


>1 1, < sl. 
最 后 证 Gii). 类 似 于 上 一 步 的 计算 可 得 
Es 1<EG; ~ Dr= | PE ~ 1> nd 


<|, l1+t nd 


EC dt pce ln+ &: 
< ,| 了 = EC ,Int €:), (4.4-1) 


进一步 的 考虑 需要 用 到 如 下 不 等 式 ， 
alnt 6 < alnt a + be Til(y a 之 0,6 0). (4. 4-2) 
假如 此 不 等 式 成 立 , 则 令 a=& ,b=&: , 便 可 得 
Ee 一 1 委 (6 .jn+ $) + ECe-it: )， 
由 此 即 得 (ii), 下 面 证 明 (4. 4-2) 式 . 
令 f(b)=alntb—cb (cS0). 
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若 a==0 或 00 志 1, 则 (0)= 一 cb， 
若 0<a, 且 1<0, 则 Fo) 一 an0 一 c, 记 CO) = 


因此 , 当 a>c 时 ,所 (=0 有 解 5= 所 , 且 为 fC6) 的 航 大 什 点 , 即 


f(6)<f| 名 |. 当 a<e 时 , 产 (6)<0. 从 而 ,fCO) .这 表明 :66) 
<f(1)=~—e, 
综 上 分 析 得 


nt b= -rorod aln[2 - 4 十 c0, 当 c>0,0>1,0< c<a 时 ， 
cw 一 1)+, 当 0 过 5b 声 1 或 a 之 cc 时 . 

在 此 式 中 , 选 c==e-!, 即 可 推出 (4, 4. -2) 式 ， 

推论 4.41 设 i 和 EMOCDP,F.), 且 EBCY nEN), 则 对 Y mn 
EN, 有 

GD Per oO< | 下 ES AEEIS NR) OY e>0); 

《ii Elér AAEIE,)’, 

证 倒台 二 (如 ,nnE€N), 则 按 Jensen 不 等 式 , | 和 如 EE€ 
M,(P ,多 ,), 按 定理 4.4,1, 命 题 中 的 G) 和 Gi) 成 立 ， 


定义 4.4.1 设 EE€4A( 久 ,), 上 是 非 负 . 4 为 适应 增 序 列 , 知 对 
任意 有 限 停 时 rz; 有 E6<E4., 则 称 6 受 4 控制 ， 


定理 4.4.2 设 t€EA(F,), 且 非 负 ,并 受 某 可 料 增 序列 A 
的 控制 (4。 非 负 ).z 为 任意 有 限 停 时 . 则 下 列 不 等 式 成 立 


(1) PE >0<LEAY e>0); 

GD PO: es ECA4D) 二 PCL2>a) (¥ e>0,.4>0); 
1D_ . 

Gi) | 和 ls A | ?A (0<p<1)， 


证 先 证 (0). 定义 o,==in{f{0SiSnAr:$ 之 e) ,inf{ 名 ) 二 n, 则 
or 为 停 时 ,0 个 ra s, ) 4 委 E4 ,于 是 
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cp (入 20<|. dP Es, <EA, <EA. 


注意 , (名 之 e} 个 (名 之 e). 由 此 及 上 式 便 可 得 G). 
( 注 ;结论 Gi) 的 成 立 并 不 要 求 4 可 料 . ) 
次 证 Gi), 定义 Y=inf (khEN;Ain 之 a) ,inf{C}) 二 00, 则 由 4 
的 可 料 性 知 ;7 为 停 时 , 且 A,<a, 于 是 
{之 eA <a})= {人 和 6A<ar7); 
U (Se >e,A<a,r>7} 
一 (入 >e,A Zar7} = {te NN (re7) 
=—>P(tr 之 6) = P(E 之 ey dt <a) + P(t 过 4 之 a) 
一 Plémy 之 6,t7) 十 POés 宇 &,4, 守 a) 
PEN) + P(A a) 


过 二 EA 十 PCA 之 a) (由 结论 GD)) 


<iEGa A A)+PA a). 
最 后 证 Gii)., 按 结论 (i) ,得 
1s N= El 1 = | Pe b> ndt 
之 [reas A ADdt 十 Peat > nd 
fa? ” _ 工 

-sa 
_p 2—p; 

= 2EAt + TesEAt = LEA. 


推论 4.4.2 设 0<<fEA,CF,),A 为 增 序列 (不 必 可 料 ). 4。 
若 存在 常数 <>>0, 方 P(supA4<C) =1. 则 对 任意 有 限 停 时 
z 及 Y e>>0,a>>0, 有 
PCé: 之 日 去 过 ECCe 十 c) A 4.) + P(A 之 a). 
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YA 一 JJ -au \\- 


er fs. 


证 定义 7y=inftAE NA4ajinf( 人 一 co. 则 7 为 停 时 ， 
4 <a,4_ 一 0( 规 定 ) ,4 一 4 一 4 十 4-iSC 二 eu(as)， 
4. 委 4y 委 C 十 ae (as),4 委 (CT 十 ca) 人 4.(a.s),. 于 是 
(个 宇 sAi 过 aq) 二 {人 宇 or 之 7Y) = {Sy 之 rt<7) 
之 P(er 6) 一 P( 人 ed4 Ta) + PE >e, A. 守 a) 
PE 0) + P(A 2a) 


StEAns + P(A >a) 


SiE(a 十 c) AAD+PA 20). 
下 列 关 于 鞠 的 不 等 式 之 证 可 参看 文献 [91. 
定理 4.4.3(Khinchin 不 等 式 ) 设 和 = (6 ,n 宇 1) 为 独立 同 分 
布 的 Bernoulli 序列 , 且 P=D)==P($ =~—1). C= (Cu 
1) 为 任意 实数 列 ， 则 对 V0<p<o%,3 4 >>0,B>0, 放 


Asl >») | Dc 1 ,<B,( cl ty xl 


定理 4. 4. ACMarcinkiewiez- 2yemund 不 等 式 ). 设 E 二 (6&,,n 
之 1) 为 独立 的 r,v, 列 , 且 一 0CY 2 则 对 Y p 实 1,3 常数 
A，,B,, 使 得 


A,l ( > : | De 人 和 Bo 人 2) 1 

注 上 述 两 不 等 式 的 共同 特点 是 ， 计量 的 变量 均 构 成 一 个 
自生 扶 . 这 就 导致 考虑 更 一 般 的 情形 . 

定义 4.4.2 车 sup 中 名 之 co, 则 称 $ 是 ZL7- 有 界 的 ， 

定理 4.4.5(Burkholder 不 等 式 ) 设 #EM(P,F.), 且 7 


, 3/2 
有 界 ,其 中 力 之 1, 名 ==0. 则 3 Ap (= B77! | 


Al ( Sa) SBS (CAS) ) TN ,Yn 
k=l . k=l 
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之 1)， 


2 1 | je 1 
A, | ( 之 (AS.)?) ?| p Ssup 1&,] » 人 BB, | | CAS)!) 2 | p* 


( 注 . 8. -不 等 式 中 要 求 2 之 1, 而 下 面 的 D. -不 等 式 则 考虑 p - 


=1 的 情形 . 》 
定理 4. 4. 6(Davis 不 等 式 ) 设 EM(P, 多 .,),H 二 -有 界 ， 
则 3 0< 4 一 B ,使 得 
AE( 》 (At 六 EGupl5D < BEC (A&)®)t. 
k=1 


大 一 1 


$ 4.5 半 圾 的 收敛 性 


本 节 讨 论 收 敏 性 问题 . 这 里 ,下 (或 上 ) 穿 数 的 估计 将 起 着 特别 
重要 的 作用 . 这 种 估计 基于 这 样 一 个 事实 :一 个 实数 列 z= (zsn 
EN) 具 有 极限 ( 含 士 oo)” 等 价 于 “此 数列 工 在 任意 两 个 有 理 数 a、6 
(a<6) 之 间 的 振动 次 数 是 有 限 的 .” 1 

设 Se 4.( 多 . ), 即 适 应 于 (多 . ) 的 r.v、 列 , 让 a,bER， 有 旦 a 二 
byto—=0 ,Ty inl (reo _v :ta}, 

=inf{k> rit 0) ,inf{Y) 一 oo， 
显然 ,mw 为 个 时 ,日 mco 当 有 不 cc 时. 
定义 4.5.1 令 hCDD 人 :TS )， Tn, 
to >n, 
名 二 (&,0<h<<n), 则 称 B,Ca,b) 为 名 关于 区 间 (4,5) 的 上 穿 数 . 令 
pla,b) = limp, (a, 0)， 
则 称 8Ca56) 为 $ 关 于 区 间 (a,6) 的 上 穿 数 . 

显然 ,上 穿 数 B8(a,5) 就 是 #4 从 下 面 的 a 通过 上 面 的 2 的 次 数 . 
从 B.,B 的 定义 中 可 以 看 出 :它们 都 是 到 值 于 和 N 的 r.v. 当 pla,2) 
一 co 时 ,6(w) 一 定 不 收敛 . 现在 ,来 估计 这 个 随机 数 . 

定理 4. 5. 1(Doob 上 穿 不 等 式 ) 设 EM.(P, 多 .), 则 对 Vn 
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Ne 


pe 


六 


之 1,a,6ER (ac<O) ,有 
EB,(a,b) < FEcé, 一 a)+., 


—a 
证 设 I= 志 一 0)7, 则 7EM,(P,9.), 且 
Pp' .0,1) = Ba,b)., 
其 中 B',(0,1) 表 示 7 关 于 (0,1) 的 上 穿 数 .于 是 ,问题 转 为 证 明 : 
EPB'.(0,1) 志 By. 因此 ,不 妨 设 a 二 0,5==1,é& 非 负 , 定义 oi 二 nA 
t= (iw) :oiSonmi} HO (wv) =u1a Ca) 其 中 必 一 
1 入 时 "人 表示 A 的 二 蕉 集 ,显然 ,全 E 因此 ,gf 是 
多 -可 测 的 r,v， 
按 上 述 定义 ,有 下 列 各 式 成 立 : 


Ub 一 各) = 2 AVAS,; 
W654 一 后) 宇 %W 于 (tin < co) 上 ; 


co5 


Dd SlYiEN). 


k=0 


B,C0,1)= 2 。 7 。 (6 ， 一 4) 一 >) DAPAE, 
k=0 k=0 


k=0 i=0 


EP,(0,1) 2) DECAIECAE/F.1)) 


k=0 i=0 


一》 EC HAPECAE/F,)) 


i=1 k=0 
SO EE(AE /S11) = DN EA, = BE, — §0) < Eb,. 
1 一 1 i=l 


注 1 按 Fatou 引 理 及 B=(B,,n 之 1) 的 单调 性 ,有 
EBla,b) Slim Fi-Eé, — a)t= 





b 1 a supECé, 一 CD)+。 
定理 4. 5. 2(Doob 蒜 收 和 敛 定理 ) 设 f€EM.(P, 多 ,), 昌 Li- 有 
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界 . 则 (a.s) 一 lim&,=6,.EL. 
证 假如 不 是 a.s- 收 敛 的 . 则 必 有 
PUimé, > limé,) > 0. 
这 表明 :3 a,5ER,a<6, 使 得 
Pimé, 6 >a 宕 limg,)>0,W Pb) = co) > 0. 
另 一 方面 , 按 注 5. 1 中 的 估 式 ,有 


EBGa,b) Slim LB, — a)+ 





palal + supEl$,l) <o. 
从 而 ,8(a,0) 过 oo(a,s), 这 导致 矛盾 . 故 f(a. s) 收 化 . 
按 Fatou 引 理 ,有 
Elé,| SlimElS,| supElé,| < oo EL 
注 2 定理 中 的 “$ 是 Li- 有 界 的 ”可 以 改 成 “f+ 是 LI- 有 界 
的 ”. 于 实 上 ,fEM.(P, 久 .) 表 明 : 
supEst <supElé,| = sup(2Eét — Eé,) 
sup EEt — E80) 2 supké+ 二 Elé,|. 
推论 4.5.1 若 S€EM(P, 字 ,), 且 Li- 有 界 , 则 
(a.s) — limé, 一 和 GE Li, 
证 M(P, 多 . ) 祈 M.(P, 匀 .) 表 明 :此 结论 为 定理 4.5. 2 的 
特例 ， . 
推论 4.5;2 若 s€EM(P,F,), 且 非 负 ,5=(6,,nENN), 这 里 
Feo VF) ,blim$,. (F,)— (Fn€EN),NEEMD, 
丈 .), 即 非 负 上 鞠 4 在 补充 元 素 (&, ,7。) 之 后 仍 为 非 负 上 园 . 
证 显然 ,一 EM(P, 久 ,), 生 (一 人 和 += 二 0 是 -有 界 的 . 按 
注 2, 有 (a.s) 一 lim6, 二 .ED', 按 Fatou 引 理 及 SE MICP, 多 .)， 
E(€/F,) ClimE(é,/F,) < &,(a.s). 


Hi—* o> 
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故 SEM(P,D.). 

注 3 在 定理 4.5.2 中 ,即使 $ 为 菇 ,有 生 L!- 有 界 也 只 能 得 到 
(a,s) 收 全 于 5 ED ,不 能 保证 收敛 按 Li 成立. 原因 在 于 这 些 条 
件 不 能 保证 一 致 可 积 . 例如 , 设 为 独立 同 分 布 的 Bernoulli r， 
v 列 , 且 P(6=0) 一 与 一 P(6 一 D). 令 思 一 让 (25)， 宁 一 (50 
in), 则 7 为 一 个 LI- 有 界 的 非 负 款 , 然而 ,7 不 是 一 致 可 积 的 ， 
事实 上 ,对 VY C>>0, 当 2"+!>>C 时 ,有 

| mdP =2P, m2) = 2 PG 一 D 1. 
{9,>C) . 
这 表明 7 不 满足 一 致 可 积 性 要 求 。 

推论 4.5.3 若 &EM(P, 多 .), 且 一 致 可 积 , 则 

EE€ MPF.) HE, = E/T,) (a.s) (Vn EN). 
同时 &Ca. s) 和 才 - 收 化 于 名,( 一 般 称 此 类 靳 为 右 闭 靳 或 Doob 
著 ). . 

证 为 一 致 可 积 靳 表明 ;为 -有 界 拷 . 按 推 论 4. 5. 1， 
(a, s) —limé, = EL ,现在 , 令 §" 4 二 全 一 co; 则 6 0O(a， S )， 按 
Doob 不 等 式 及 |&|EM(P,F.), 有 


Plsuplé,| 宕 C0) = limP(sup | 和 | 0 < ElimElé,| 
a nroo 0 C Noo 








1 
安 云 sup 匹 | 名 | 


于 是 ,由 一 致 可 积 及 $.。E Li 可 得 
EC ,dle ly0) < ECIS, |1ug >0) + EC |1iwpe, >c)}) 


0. 


C—Ooo 


S supP 忆 (| 名 |luel>e) + ECé., Emie, 20) 一 er 0， 
按 Lebesque 控制 收敛 定理 ,有 ,i 
limEC|® ,|1ue go) =0¥YC>0) 
全 limElS | =0, 即 和 全 
由 EM(P; 久 , ) 可 知 ， | 
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ElE(é€./F,) 一 名 | Et — é&,| Mm oo 0(V nn EN) 


6, 一 下 (和 /8 多) (a.s)(V n EN)， 

定理 4. 5. 3( 拷 表现 定理 ) 《€ 4.( 多 . ) 为 一 致 可 积 装 的 充 要 

条 件 是 
0) 3vEL' ,D6=E(Y/F,) (a.s) (V n€EN); 

(ii) & 为 鞭 ， 

证 显然 ,条 件 () 和 (i) 等 价 .条 件 的 必要 性 就 是 推论 4. 5. 3 
的 结论 , 下 证 充分 性 . 不 妨 设 条 件 ( 成 立 . 

显然 ,5 为 缺 ,15 为 下 寺 . 按 Doob 的 著 不 等 式 , 有 

Plsupl$,| PC) = limP (max | 宇 C) 





< 去 supEl$, | 魏 去 E17| 一 0 


= eldaP<| | 171dP 一 一 一 . 


{su plé, 1>C} CC 
故 # 一 臻 可 积 
推论 4.5.4 设 $=(6,,nEN) 一 致 可 积 , 且 名 一 >&, 则 
LD- lim E(§,/9,) = E(§/F co)， 
pn = ECE/ BF,) pose = EC /$00) pon = E(t/F,), 
则 E [phn 一 oo, | EIS, 一 poo. | 十 五 | Yoon 一 Joosoo | 
EI, —'é| + Elgon — po,w|. 
按 假 设 , 此 式 右 边 第 一 项 趋 于 0. 按 推论 4. 5. 3, 第 二 项 趋 于 0. 故 
lim Elgmn— po,m |=0. . 
注 4 在 上 述 命题 中 ,极限 与 路 线 无 关 . 因此 ， 取 加 二 #6, 则 所 
得 到 的 结果 就 是 Doob-Levy 定理 . - 
定理 4.5.4 设 6EM(CP, 多 ,.), 且 万 - 有 界 ( 某 p>1)， 则 f€ 


M(P,9.), 其 中 人 =limtt ,(F,)=(97 ,snEN). 
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证 显然 ,$+ 为 -有 界 下 蒜 , 且 一 致 可 积 . 按 Doob 的 鞭 不 等 
式 ， 
| sup #2) ls =lim | SP (6 ) | 本 
<7isop1 人 < 
按 定 理 4.5.2,(a.s) 一 lini6e 一 让 E L'. 按 Lebesque 控制 收敛 定 
理 ,L' 一 lim&+ == 丸 , 按 推 论 4. 5.4, 有 
EGE/F,) = lim ECEt/F,) > a.s) Yne Nn) 

故 EEMCP, 豆 .)， 

注 5 下 靳 & 右 闭 的 更 好 的 充分 条 件 是 ， super GE 


定理 4.5.5 设 6AEMCP, 多 .)( 或 网 (PP 多.)), 且 一 致 可 积 
《 非 负 且 sup&, EL )， Ea 为 停 时 Gi=1 ,2), 生 mr (a. s). 


$=]im&., 则 和 一 (6 ,Fw 一 1,2) 为 二 元 区 ( 下 款 ). 


证 按 推论 4.5.3( 注 5), 有 
EC(é/F,) = 6 6)(a.s) (VY n € N), 


即 E€ M(P,F. MP, )). 
于 是 .， 形 (| 纪 /多 之 全 (as)CY EN)， 
因此 


(8 D) = DECE, N10) 十 巨 (| 人 1le-) 


SDECECNE N/T en) + E(é, 1..). 


按 推 论 4. 5. 4 及 有 界 停 时 代 换 的 不 变性 ,有 
ECé. /F.) =limE(é ns,/F ns) 
二 ( 守 ) limé, ns 一 和 (a. s). 
故 为 二 元 抽 ( 于 著 ). 
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推论 4.5.5 设 $=(&.,n 之 1) 为 独立 的 r.v. 列 ,S,= 多 
&.(V ,EN), 则 5S=(S,,nEN) 的 下 列 三 种 收敛 意义 是 等 价 的 : 

(i》(a; s) 收 敛 ; (ii) 已 - 收 敏 ;Giii) d- 收 人 印 . 

证 在 第 二 章 中 已 得 结论 :0)=>Gi)=>(iii), 此 关系 一 般 不 可 
逆 , 然而 ,对 本 命题 则 是 可 逆 的 . 为 证 此 , 仅 需 证 明 : ii) 一 (i)， 

假设 S, 一-S-, 即 


Eexp GtS,) ee Eexp(litSw) (VY t €E R). 


显然 , 6>0, 闻 当 |t| < 时, |Eexp (CitS) | 之 0, 于 是 ,对 VY lt|< 
0,3 Co>0 及 NnoE€EN, 今 当 n>no 有 时， IEexp Ct0S5,) | 衬 Co. 
令 有 =,0 和 上 和 四 (n€N), 


_ exp(itoS,) 
”~ Eexp(itoS,) 


n=E(o/F ,ORnSno). FEMP,F,),H 
supE |%| < supsn, | EexplitoS,) | < 记 <o, 
n . 本 - ~ 0 . 
即 ? 是 己 - 有 界 的 .于 是 , 按 定 理 4 .5.2, 有 
(a,s)- lim Ws E L!'=>explitoS,) -一 exp(itoS-). 
现在 , 令 五 = 人 :< 天 9)， 多 一 全 们 多 表示 (C1,BD 上 的 
Lebesque 并 . 定义 ‘ : / 、 : 
一 (0, w) ETXx 0, :limexp (itS, ) 存在 }， 
| = (wl, o) Et ,ae 一 Go) E BD). 
oe mr P(20) 二 4 按 Fubini 定理 ,有 


| lawd x PY -| |; sl, Pd Cd) 





(之 10)， 


-| POCO) = MT 


另 一 方面 
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A(13) = [| ple Ct,0)ACd)P dw) = | ae Ped). 
显然 ,A(15) 之 XAU")(Y wE0). 于 是 ,3 QCQ, 使 得 
PCD) = 1, 且 Ma) = MIDCY wv EN). 
这 表明 ; 当 tE2*,wEQ 时 ,limexp(itS,) 存 在 按 下 面 的 引 理 , 即 


可 得 :So) 一 So (Vi w€EN), 即 `S。 SS,. 

3 引 理 4. 5.1 设 cn 之 1, 为 实数 列 , 若 3 3S>0， yl 
时 ， 极限 limexp (ia。 ) 存 在 ， 则 极限 lima， 存在 且 有 限 , 即 lima。 一 a 
ER | 

证 令 fQ) 二 limexpQitan) (lt1<6), 则 易 证 :3 caER, 字 GD) 


二 exp (ita) (1 | 二 站 .假如 ay du (2 之 1) 以 M 为 界 . 注意 ， 
limexplit(a,—a))=1Clt|<6). 因此 ， 


limsin (a, —a))=0 (| < oO). 


让 轨 一 二 | 记 A 引 ， 则 limsin GzCa, 一 a)) 一 0. 从 而 lima, 一 a 
现在 ,证 明 , (a,,n 宇 1) 光 界 是 不 可 能 的 . 车 不 然 , 令 二 a, 一 
a, 则 (a, ,n 宇 1) 无 界 . 不 失 一 般 性 , 设 a, 这 0， 且 a, 人 OO 给 定 to 所 
(0,0)， 则 有 分 解 toan =k, (etreo), 其 中 人 (0) 为 非 负 整数 ， k, 
(10) + co, 一 rto) < .于 是 ， | 
limsinr, (#0) = limsin Ch; cor 十 0) = 一 0.、: 
由 此 即 得 : ‘limr,(h) = 0. 


车 (k。 Co mm 之 D 中 有 无 穷 多 个 奇 整数 . 不 妨 设 它 全 为 奇效 ( 特 
则 选 子 列 ). 注意 . 


i 


0 —limsin(a,) = limsin | 





| imi £ EK, Car 二 Er 二 | [| 


=limsin| 二 Ke .(Y0< Il <) 
选取 :一 二 oo, 则 Himsin| EK 7| =1 或 一 1 关 0; 这 不 可 能 故 
(KK, (to) ,n 之 1) 中 不 可 能 有 无 穷 风 个 奇数 ,假如 (K,(zo) ,n 之 1) 中 
有 无 穷 多 个 偶数 ,不妨 役 它 全 为 偶数 , 则 下 7 二 蔚 , 即 可 知 
3K, (m1) 中 不 可 能 有 无 穷 多 个 奇数 按 此 推论 即 知 ， 
全 eo) ,n>1) 具 可 能 有 无 穷 委 个 形 如 大。 oz :的 偶数 ,其 中 


2 


m, 为 整数 ， 且 m hco 当 nn 人 5o 时 ， 易 证 : 有 分 解 立 2 一 zu +e ,其 
中 z 为 非 .人 负 束 数 ,ev 一 二 或 部, 选取 } 一 号 ， 则 0= im sin 
{ 3K, do 可 =limsin(en) 天 0. 此 矛盾 表明 , (KGt),z>1) 不 可 


能 有 无 穷 多 个 偶数 , 故 ( 玉 ,Go ,n 安 1D) 只 能 有 有 限 个 整数 , 故 Cauz 
之 不 能 无 界 . 


$4 6 的 收 全 性 


本 节 主 要 讨 ; 从 上 节 的 结果 到 广义 半 向 的 推广 符号 GM(P， 
8 多.),GM,(P, 多 ,),GM(P, 多 . ) 分 别 表示 广义 鞭 、 广义 下 著 , 广 
义 上 著 类 . 假如 为 广义 半 鞭 , 按 定义 4, 2. 1Gii); 它 应 满足 要 求 ， 
E(t /SP A EC co(as) (VYn EN). 
定理 4.6.1 设 EEGM(P,.),bB,; 0 为 (Ge 8) 关 
于 (e325) 的 上 穿 数 (a<b), 则 . 


E(B,,, ,a DD/ < LB, —a)+ 


/多 )(ais) (a ZN). 


证 类 似 于 定理 4. 5. 1, 可 将 问题 转化 为 证 明 如 下 不 等 式 : 
E(B.nl0,1) /FEECE, / 祈 jt i 其 中 4 非 负 . 
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设 AE 久 ,, 胃 ==145&444; 则 7 为 广义 下 轨 , 且 
BP’ mn(0,1) = 148. 0, 1) 9 


其 中 B’ oaK01T) 为 (7 加 -关于 (0,1) 的 上 穿 数 ， 按 定 理 
4. 5, 1,EP' mn(0,1) 二 Ey , 即 


E(B,n 0.1) :12) SEC, :14) (V A EF,). 
推论 4. 6.1 设 非 负 &EGM'(P, 多 ,), 则 对 Y a<b, 有 


E(B nab)/F,) < 





2 (a. Ss) tn < 11)., 
证 显然 ,一 EEGM.,(P, 久 ,),Bm(，,。，) 表 示 一 的 G4,m) 
节 的 上 穿 数 , 则 
Bn —b, —a) = Ba bY a < h). 
按 定理 4.6. 1, 得 
EB bs a)/F) SFE 6, (6))+ 


pt 
/多 委 太 一 


定理 4.6.2 设 EEGM(P,F,), 则 
A= {winf supE(ét/F) < 0}. 
则 和 一 (a.s) 一 im 人 存在 于 集 4 上 , 且 有 限 或 一 cc. 
证 设 久 =(& 一 n)+, 则 名 EGM.(P, 久 .), 且 非 负 . 令 
A = n> > > limt} € Fr >n), 


‘= UU {A nn EQ nr),Q 为 有 理 娄 全体. 则 K， 
为 & 志和 ~ 
首先 证 明 :infE(14, /FD)>0 于 和 A, 上 (a. s). 
事实 上 , 若 PC422) 一 0, 则 此 结论 自然 成 立 . 现 设 PCA?,)>>0 
并 令 %=EClw， /9, 则 ?7 为 一 致 可 积 巩 ,上 且 非 负 . 定义 停 时 
t= inf{h € Nn = 0},inf {2f} = co， 
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则 0 二 PC42e) =EE(m, /Fo) 


一 了 >， 下 (lc-b) + Elosl (reo0)) 
天 一 0 . 
=P(A’,, (MN (r= o0)) 
= (r= co) (modP)， 
按 r 之 定义 ,办 之 0 于 (r 二 oo) 上 (VY hEN). 因 此 ,办 >>0 于 和 ,上 


(VkEN). 由 7 的 一 致 可 积 性 及 肛 ,,E€ 9。 可 知 ;h 一 7 二 
lr,,. 故 infE(l4, /Ft)>0 于 Ac ”上 (a. s). 


次 证 inf supE(& /Fi = 于 K 上 (a.s). 
事实 上 , 记 -Crora) 一 impeo(niora) 一 co 于 4 上 (as)， 

按 定理 4. 6.1, 有 
E(B (1 72) 1/9) < 





Fn | 十 sup 


.E(t /97)) (VY REN). (4.6-1) 
而 infE(Biw ir)/ Fn) 00 infE(1A /9 
. =o0 于 4 上 (a.s)， 
于 是 ， infsupE($4/97) = ce 于 Am 上 (ass) 
人 inf sup 尼 (人 /多 ) 一 co 于 天上 (a.s). 
最 后 证 明 ;K;CKsCmodP) ,其 中 
K; = {lim 一 十 o) ,Ks 一 {ow:intf supE($/F 7) = co)， 
和 
= {w: supE Cet/ <u) E FY u > 0). 
若 有 某 z>0， yP(W. MK2) 六 0, 则 


| sup| ， E(t /FdP = sup| ， : 2dP 之 sup| wy SdP 


>| limetdP = oo POW, NN Ks) = ci 


WN Ky moo 
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SuD | E(t /FdP < | supECE 
3 Ww, 7 nm 


/FP uu PW <oo. 
—>PW, fN Ki) =0 (Vu>0) 
>K, CK,(modP). 
综 上 分 析 , 得 
天 | U K, C K,(modP) 
>A= K§ CK U Ke).. 

注 1 若 sEGM:(P, 宁 .), 且 EE 4.( 多 .), 则 4=4 ,其 中 4 
一 {wsinf supE(;/F Yo0) ,A = {winf supE (S/F 4) oo0}. 
证 明 此 结论 并 不 困难 ,但 若 为 广义 的 适应 序列 , 则 一 般 只 能 妥 
S4'. 然 而 ,审查 上 述 定理 之 证 明 立 即 可 以 发 现 ,定理 关于 A' 亦 
成 立 . 

定理 4. 6. 3(Levy 定理 的 推广 ) 设 7 为 广义 r.v, 且 E7> 
一 co , 则 . 

Qi) f==(a.s) 一 lim&, 存在 ( 含 取 土 00), 其 中 名 =E(7/ 久 ,); 

(ii) E/E a, s); | 

(iii) £,=E9/F) (a. 8) 当 P(E,<00)=1 时 . 

证 先 证 @). 令 烽 =EG/F,), 则 六 为 一 致 可 积 拷 . 按 定 
理 4.5,2 和 4.5.3, 有 

EG /7,). 
按 注 1, 外 二 (a.s) 一 lim 久 存在 , 且 有 限于 集 4 上 ,这 里 4 一 {w 
infE Ct/Z) 之 oo0). 车 CW/ 多,) = 二 o0(Y nEN), 则 自然 有 
limW 二 00, 故 (a.s) 一 limW 存在 ( 含 取 十 oo). 综合 起 来 得 
6 一 站 一 了 三 (ea.3) 一 limé,. 
次 证 (ii). 对 Y C>0, 按 (Levy) 定 理 4.5.3, 有 
EtAC/F,) = (a.s)— limE(7+ A C/ 久 ,) 委 苇 ， 
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按 Fatou 引 理 , 尼 (CJ+/ 安 。) 魏 对 (as), 故 
EW/F,) < éla. s). 
最 后 证 (ii), 按 G) 中 之 证 ,有 居 =EG /多 。) (as), 因 此， 
仅 需 证 明 壮 二 09+/ 多 。) (a,s), 按 假设 ,有 了 C7 过 oo0) 二 1. 令 


Ce 


d={W<C Ae =UR<C,Ac = <0), 
则 A'cay Ac,Acx 个 Ac,Ac 个 仙 当 让 co0,C 个 oo 时 , 易 证 EC7+/ 
多 1t<c 是 可 积 的 (Y &EN). 按 定理 4.5.3, 有 

Et/F ol, 之 ECnt /Fs)1 ot co 


=limE(ECO+ /Fo) lt cp ,) 
= 1 <o) limE Cnt /FS,) = let. (a. s) 
之 外 1 (Yk EN) 
EQ /Fa = lim(EF /多 lw) 
lim slac,) 一 Wt1ac, 
利用 本 定理 中 的 结论 (ii), 便 可 得 
EG /ZF)= 六 于 Acla.s) (YC>0) 
Et /F) = Ca.s). 
定理 4.6.4 设 EEGM(P,F,), 卓 3 uxEL' ,使 得 
é, EC(p/F,) (a, s) ‘VY n 和 N), 
则 GD) 和 一 as) 一 lime, 存在 ， 
(ii) 6 在 焦 {( 名 <co} 上 (as) 有 限 ; 
(iD EC(E/F KE a. s). : 
证 令 力 一 总 一 已 (CUV 多 ) 则 7ECGMCP, 多 , ), 且 非 负 , 因 
此 , 按 定理 4, 6. 317% = (a, Ss) —limy 存在 , 按 定理 4 5, 3,6% = (a, 
s)—limé, 存在 . 按 定理 4. 6. 2,7- 于 集 4 上 有 限 或 一 cs, 其 中 A= 
(wsinf supE OW /FE) Ko). 7.. 非 负 . 因此 ,7 于 集 4 上 (a.s) 有 
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限 . 考虑 到 ， . 
inf supE lm /F 0) = inf Iaxyu = Yo. 
二 A 二 {hh 过 00} = {$0 < co)， 
从 而 ,és 在 集 {6 二 oo} 上 (a,s) 有 限 , 最 后 按 Fatou 引 理 ,得 
EQ/F 0) SlmEW/F,) = mla. s). 
>E(é,.,/F,0) < éla, s), . 
. 和 按 注 1, 可 以 用 4A' 代替 A: 
一 {winf lmEC /Fi) < ceo.) = finf 殖 << cc)， 
显然 , {w: NY (Yn€EN). 于 是 ,4 在 则 (名 一 co} } 上 (a.s) 
有 限 , 因此 ,只 要 有 茶 个 侠 为 rv. 则 4 为 rv 
定理 4.6.5 设 E€GM,(P, 久 .)， HE(Csup$: ) 之 oo,T,0 为 
停 时 , 且 r<o. f=limg,. 则 E(€,/9 Veé.(a. s). 
证 按 假设 ,sup 舍 EL .因此 ， 
inf supE (és /F1) < infE (supé” 
/Fr < FEGup 针 /F060) < co (as)， 
按 定理 4. 6. 2,&., 二 (a, s) limé, 存在 , 且 有 限 或 一 cc. 


令 铝 =,V C(C<0), 则 ee 为 右 闭 下 观 按 定理 4.5.5,E(CS5/ 
多,) 之 (8,8), 按 Fatou 引 理 ,有 : 


limé < li lim 1 ECé /PEE limé /PF), (4.6-2) 
按 各 关于 Cy 一 -的 单调 性 ,有 

lm = lim€f = lim (egle< + len) 

= lec + lim lim€ Cie + eo) looe 

= él 十 le- (一 co) 二 14.>-oéo) = 
同 理 可 证 jim 办 = 各, 代入 (4.6-2) 式 即 得 结论 ，。 


注 3 广义 上 名 反 号 即 为 广 六 下 二 因此 ,调整 一 下 符号 便 可 
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得 到 广义 上 巩 的 相应 结果 . 


$ 4.7 上 款 分 解 和 势 


假如 上 EMrCP, 色 .), 且 3.7EZ ,SEEW/F,)=Yy (a.s) 
(YEN). 令 名 ,一 名 一 1 (YnEN). 则 和 =5, 十 7 (VnEN)， 
这 里 人 EM(P, 久 ,), 且 非 负 ,y' 为 Doob-Levy 著 , 由 此 可 见 ,é& 
可 以 分 解 成 非 负 十 著 与 鞭 之 和 . 但 这 种 分 解 未 涉及 到 它们 的 极限 
行为 .从 §5 中 可 以 看 出 ,它们 的 极限 与 它们 的 结构 有 密切 关系 . 
本 节 将 从 结构 的 角度 来 讨论 上 蔷 的 分 解 问题 . 

定理 4. 7, 1(Riesz 分 解 ) 设 E€M(P, 多 ， ), supEé; < 
co, 则 可 唯一 地 分 解 成 如 下 形式 ， 

名 一 总 十 和 YEN)， 
其 中 7EM(P,97.),5EM(CP;y97.), 且 5 非 负 ,Eb, 一 0 
证 ~ 二 EC&44/ 安 ,), 则 由 的 上 著 性 知 
pn EEF/ F its) / Fh) SEE/ SD) 
.二 从 n—l a. s), - 
因此 ,对 Y AEN,7., 关 于 nEN 是 单调 不 增 的 , 且 上 控 . 令 办 一 
Ga.s) 一 imy 则 7 是 多 可 测 的 . 按 单调 收敛 定理 ,有 7 一 
limEyew<E8s<co. 按 假 设 ,有 
一 se 区 一 sup 有 ES < limEéir, = limEY,, = En. 
故 闵 EZ(Y kEN)., 再 一 次 利用 单调 收敛 定理 ,得 
3 一 im 一 limE Qiriai/ 多 要) 
=E(limYr,, “fF = En/F) (a.s). 
综 上 分 析 , 得 7EM(P, 多 .)， 
现在 , 令 纪 二 一 认 (VY nEN), 则 《 为 非 负 上 著 ， Ee, ~0. 


实 上 , 按 为 上 缺 ,7 为 款 及 单调 收 剑 定理, 下 列 各 式 成 立 ;， 
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和 一 上 一 lim7y,，， 
=lim(§, ~— E(tn/F,)) 0$ 
如 E(t,n/F,) 一 E(N+1/F,) 
一 五 (上 一 N41) 一 El(C nr/ ,) 3 
Et, =Eé, 一 EY, 一 Eé, 一 lim EY,.,, 
=Eé, 一 limEé, — 


放 满 足 定理 中 的 要 求 
最 后 证 明 唯一 性 , 假定 有 二 个 同 格式 的 分 解 ; 
Vt YnEN), 
则 名人 7 一 六 ,二 5 一 $5, 会 6,. 考虑 到 :7EM(P,F),E|&| 志 
El8 ,| 十 E51. 有 El61-0, 从 而 ,E17, 1->0. 注意 ,17| 为 非 负 
下 拷 . 于 是 ,E17.1 考 Ely 一 0. 故 一 0Ca.s)(V nEN). 由 
此 即 得 唯一 性 . 
定义 4.7.1 设 5EMP, 多 ,), 且 非 负 . 若 戊 ,一 0, 则 称 5 为 
势 . 
定理 4. 7.2(Doob 分 解 若 为 势 , 则 3 一 个 可 料 增 序列 a 
= mEN(F -=F), 站 aw EL!, 且 
b= E(ac/F,) — oy n €N)., 
这 样 的 分 解 是 唯一 的 . 


证 设 AL,=6, 一 6 1,% 二 0 00.—— DE VY n 宕 
1), 则 由 4 的 上 款 性 知 :a. 人 (a.s), 记 = (a. 5) 一 limo,, 则 按 
Fatou 引 理 ,有 


Ea, < limEa, = lim(— Peace 
woo moo k=l 





0. 


i > OO 


= lim(Eto ~— EL,) = Elo < oo. 
故 awE. 显然 ,a, 是 多,-1- 可 测 的 . 因此 ,a 为 可 料 增 序 列 . 
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现在 , 令 力 = 十 ww, 则 EM(CP, 多 .), 事 实 上 ,对 VY nEN, 有 


n+1 . 
En/F,) = En 一 DI EG/ FD)/F,) 
k=1 


一 六 十 开 (Ag ~ ECG/ )/F,) = 7,. 
显然 ,f 和 a 都 是 一 致 可 积 的 , 故 7 一 致 可 积 . 按 定理 4. 5. 3,3 办 
ED', 且 wy. 是 多 -可 测 的 ,使 得 
7 二 07/ 名,) 是 加 一 > 办。 
= = (a.s) 一 limy, = = (a.s) 一 limb, 十 (a.s) 一 “mo 一 au。 
( 按 定理 4. 5. 2， Ga. s) —limb, =0). 综 上 分 析 ， 得 
bh = E(a/F,) — (yn €N). 
为 证 唯一 性 ， 设 a ,都 满足 定理 中 的 要 求 . 令 a=a 一 ww, 则 
= E(t,,— a 1 ) 一 下 (一 和 /多 ,)， 
注意 到 是 可 笠 的 . 于 是 
ww-1 =E(— Qa/F ,1) 一 EE(~ a /F, YP) 1 
=E(a/F,) =a. (Vn > 1 
>% 一 m0 一 0, 即 a 一 wy (a, 8), 
定义 4.7.2 设 cE4(28.) ,oo 一 Da aw (a. s). 若 a ED, 
则 称 & 为 可 积 增 序列 . 若 还 可 料 , 则 称 a 为 可 料 可 积 增 序列 
从 势 的 Doob 分 解 中 可 以 看 出 : 势 由 两 个 因素 决定 ,其 一 为 o- 
代数 流 (多 ,); 其 二 为 可 料 可 积 增 序列 a 因此 ,讨论 “EA (F.,) 
的 可 料 性 就 成 为 一 个 比较 重要 的 问题 ， | 
定理 4.7-3 可 积 增 过 程 有 可 人 的 要 条 伯 是 ,对 人 
意 有 界 租 3E MC(P ,多 .), 有 


ECSYy ， ， * Cotl — &)) 一 El * ao )， 加 
. n=0 .. 
其 中 1.=limy, Qoa== (a, s)—lima,. 


证 按 Levy 定理 4. 5.3, 对 任意 有 界 鞭 w%, 有 
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p= (a.5) — limn,,H = Es/F,) (Vn €N). 
按 Lebesque 控制 收敛 定 理 , 有 
limE (Won) = EQ. * Qo), 


EC Ya a,)) 一 limEC Ona a,)) 


Hi 二 0 n=0 
Mm—1 


一 lim[ EC Doan (7， 一 2+1)) 十 下 (7 * Qt1) | 
NO n=0 ， 
一 十 E(7., Qa) ? 


m—l 


其 中 ~。 7 一 limECD a, nl, 人 31) )， 


一 oo 
nr n=0 


于 是 ,a 可 料 的 充 要 条 件 是 :7 一 0. 
若 a 可 料 , 则 由 7 的 著 性 质 , 立 得 7=0. 
友之 ,假如 7=0. 对 任意 有 界 著 y 成 立 . 选 如 下 7 
y— EGY/S,1)， 当 上 之 nn 时， 
0， ， 当 上 过 nn 时 . 
其 中 vv 为 多- 可 测 的 有 界 r,v, 显然 ,7 为 有 界 蒜 , 按 条 件 , 对 此 7 
应 有 一 0. 于 是 ， 
La 一 天 (cy 多 NG EV/F,))]=0 
>Ev(a, — Eo/F ,1)) = 0, 
现在 ,选取 v=sign(a, 一 ECo,/ 祈 ,-1)) (符号 算 子 ) ,并 代入 上 式 , 得 
Ela, — Ea/F,)|=0 
一 二 上 (0/ 这 ,1)(a.s), 即 a 可 料 . 
推论 4.7.1 可 积 增 序列 a 具有 可 料 性 的 充 要 条 件 是 ,对 Y 
有 界 巩 7, 有 
EC 之 人 * Aan) = EC “AQ,+1)， 
其 中 | -Adi 一 0 一 ou 
证 按 定理 4.7.3, 此 命题 等 价 于 证 明 : 


六 一 
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EC nude, +1) 一 下 (7 。 a-。)， 
按 Lebesque 控制 收敛 定理 ， 有 
EC 5 PAN) = limEC > rilQAa+1) 
1 一 0 Mo n=0 


=lim >) [Et * Qt1) 一 五 (7 。 oa)] 
mreco 0 


一 limE(7r， w+D = EC » qo). 

定义 4.7,3 称 Doob 分 解 中 的 可 料 可 积 增 序列 为 势 5 的 
相 联 过 程 (序列 ). a 与 《为 互联 过 程 . 

推论 4.7.2 若 tEM(P,F.), 目 一 致 可 积 , 则 可 唯一 地 
表示 成 如 下 形式 :6 二 7, 一 a,《V ?EN)， 其 中 7 为 一 致 可 积 鞍 ,a 为 
可 料 可 积 增 序列 . 

证 将 Riesz 分 解 与 Doob 分 解 结合 起 来 即 得 所 要 的 结论 , 

关于 上 鞭 分 解 定理 的 最 重要 应 用 在 于 研究 平方 可 积 款 的 性 
质 ， 而 了 方 可 积 猴 在 次 论 中 占有 相当 重要 的 地 位 下 一 节 专 门 讨论 
这 类 识 ， 


$4.8 平方 可 积 著 和 特征 


本 节 所 考虑 的 随机 变量 都 是 定义 在 完全 概率 空间 (2, 罗 ,P) 
上 . 所 引用 的 某 些 符号 凡 没 有 重申 的 均 按 上 一 节约 定 . 

定义 4.8.1 若 上 EMCP, 罗 .), 且 性- 有 界 , 则 称 二 为 平方 可 
职 蒜 (2- 有 界 人 sup 尼 16,|?<co)， 

”3 引 理 4.8.1 车 为 平方 可 积 灶 , 则 
E(supl&,1) 委 4supElé,|? < co， 
证 按 定理 4. 1(ii), 对 YEN, 有 . 
ECmax | 名 [<4El6 lS 4supElt, |. 
让 nco, 由 上 式 即 得 所 要 的 结论 . . 
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推论 4. 8. 1 若 引 为 平方 可 积 款 , 则 可 唯一 地 玫 示 成 如 下 
形式 : : 
名 一 六 十 ao (Vn€N), 
其 中 为 一 致 可 积 蒜 ,a 为 可 料 可 积 增 序列 . 
证 按 引 理 4.8.1, 台 为 一 致 可 积 的 非 负 下 蒜 . 从 而 ,一 各 为 
一 致 可 积 上 靳 , 按 推论 4.7.2, 一 各 =%, 一 @. 令 名 二 一 轧 ; 则 名 ==% 
+o(V nEN)., | 
定义 4.8.2 设 EEMCP, 多 .), 则 称 与 名 相 联 的 可 料 可 积 增 
序列 a 为 怠 $ 的 特征 . 记 为 二), 或 (Syn(YV nEN). 
推论 4.8.2 若 & 为 平方 可 积 著 , 则 
Alé), = E((AE)?/F, 1) (a,s)(Y n> 1). 
证 按 推论 4.8.1, 可 得 
E((AS,)’/F,1) —E(AS/F ,1) 
=E(At, + Aa,/F, 1) 
=E(Am/F ,1) 一 Aaw = A(E),, 
推论 4.8.3 若 #$.7 均 为 平方 可 积 著 , 则 箭 积 :7= (6,，%， 
nN) 可 唯一 地 表示 成 如 下 形式 ， 
.n= ad =a,—a,(VnEN) 
其 中 7 为 一 致 可 积 拷 ,a' .er 为 可 料 可 积 增 序列 . 
证 事实 上 
各 加 一 击 [ 铝 十 总 一 《6% 一定 
注意 ,&-7 仍 为 平方 可 积 莉 , 因此 , 按 推论 4; 8. 1, 有 
6 站 一 二 (十 多 一 名) 十 击 (o 十 os 一 om 
此 式 右边 第 一 项 为 一 致 可 积 靳 , 记 为 7. 第 二 项 为 可 料 序列 , 记 为 
Bt 而 让 a1 一刻 (a' 十 rs) 52 一 让 4 则 名 一 WW ,一 7, 合 起 来 ， 
即 得 推论 中 的 表示 . 
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定义 4.8.3 称 推论 4. 8.3 中 的 a 为 .7 的 联合 特征 , 记 为 a 
一 (人力 (显然 ,联合 特征 可 以 表 成 两 个 可 料 可 积 增 序列 之 差 , 因 
此 ,a 为 具有 有 限 变 差 的 可 料 序列 ). 

推论 4.8, 4 设 $.7 为 平方 可 积 靳 ,(§,7) 为 它们 的 联合 特征 ， 
则 

Al(E,7), = ECAE,* AN/F ,1) Ca.s)(Y n € N). 

证 利用 推论 4. 8.3 及 .7 的 著 性 质 即 可 得 此 结论 . 

为 了 进一步 研究 平方 可 积 蒜 的 福 质 ， 下 面 讨论 举 禾 的 收敛 集 
特点 及 结构 . 首先 定义 下 列 符 号 ， 

(和 一 ) 会 {一 % < lims, + co)， 
Ut (EE € A(T. ),ECCAE)+ lc<o) < oo(Y a > 0))} 

其 中 &_1 = 二 0, 了 = 二 0,T=in{f (nEN:é,>a) ,in{f{(G)}=o0. 

注 1 “E22U+”O* E(t <) <oo(Y a>0)”. 


事实 上 ， E(tt16 <o)) SEL(CAS. + 十 i) lc co)] 
a + E((AE. )+ lo ce) 
魏 2a + E(tt 1 <o))， 

由 此 即 知 :等 价 关系 成 立 ， 


定理 4. 8.1 若 tE2U+, 目 为 下 蒜 , 即 fEM(P,9.) 册 
2+, 则 


{6} = {sup 和 < o0} (modP), 
证 显然 , (一 }Ctsup 和 <co)}, 下 证 反 向 包含 关系 , 
令 全 == (GA EN (FD )=(F nr nnEN),N 
Eu (FtEM (CP, FY™.) NNO. 
按 注 1 及 Fatou 引 理 ,有 
Eu 一 区 (SA (lec < + lr,=o0))) 
at E(Gtle cm) < cc， 
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这 这 表明 ， 《名 )? 为 DL- 有 界 非 负 下 蒜 , 因此 , 按 Doob 娱 收敛 定理 ， 
人 A EL. | 
之 (rm = co) 所 (8 2} GnodP) CY a>0). 
一 (sup5 < co) 一 Un = 0) 三 (b>} modP). 
推论 4.8.5 设 E€EM(P, 多 .),6_1=0, 了 FL 一 Fo0, 且 
ElsuplA8,12<o0, 则 
{ ~) U {limé, =— o0,limé, 一 十 co) = ( (modP). 
证 按 假设 , 易 证 : 土 EE UT+. 按 定理 4.8.1, 有 
{Timé, < o0} = {sup$ 00) = {6 —} (modD)., 
(limé, > 一 ce) = {sup( 一 名 ) < cc) = (6, >) (modP). 
> 人 {6 一 = {fimé, < 00} U {lims, > 一 co ) (modP). 
由 此 ,立即 可 得 所 要 的 结果 ， 
定理 4. 8, 2 {Riesz-Doob 分 解 定 理 的 推广 ). 设 EE€M (P, 
多 7)， 由 可 了 唯一 地 表示 成 如 下 形式 : 
: 5 一 外 站 w(YEN)， 
其 中 7EMCP, 多 .)，a 为 可 料 增 序列 ， 
证 设 o=7, 则 a 个 05, 牛 Doob 停 时 代 换 定理 ,所 EMCCP， 
多 ",), 且 -有 界 . 按 Riesz-Doob 分 解 定理 ,名 可 唯一 地 表示 为 
Eno, 一 Were, 十 MAm ， | 
:其 中 炙 汶 一 数 可 积 靳 ;or. 为 可 料 可 积 ! 增 序列 按 唯 一 性 , 当 hn 
时 ， WAo, vatAo 关于 2 不 变 , 令 | - 
办 一 limmn, ,0 一 limans,» 
则 7EMCP，, 安 . ) ,a 为 可 昌 才 序列 县 $= :oY EEN)., 
分 解 的 唯一 性 是 熏 然 的 .* . 
注 2 在 R.-D. 定 建 的 分 解 式 中 ;4 是 可 积 的 , 推广 的 结果 则 
不 要 求 a 是 可 积 的 .. 此 结果 还 可 以 进一步 推广 到 局 部 上 拷 的 情形 . 
定理 M4;&3 设 2€EM.(P, 多 ,), 且 R.-D. 分 解 为 . “- 
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= 十 a(YV n EN), 
其 中 7EM(CP, 多 .)，a 为 可 料 增 序列 ,和 且 %EL' (Y n€EN). 
(GD 若非 负 , 则 {aw<oo} 人 {6 一 } 守 (sup&<co} (modP), 
(i) 若 EUt, 则 {5 一 } 一 (pe <o0} 二 to 和 cj 
(modP), 
(ii) 车 EQ2+, 目 非 负 , 则 {aw 达 oo0)== 本 -eape <<co} 
(modP). 
证 若 G)、 Gi) 成 立 ， iD ， 
先 证 (0). 显然, {6 一 } 守 {Timé,<<00} = {sup$, 00), EO 
haa 
一 inftzE Non > a),inf{(Z} = 0% (> 0), 
由 a 的 可 料 性 知 ， :o 为 停 时 , 且 qs 全 a. 按 Doob 停止 代 换 定理 ;有 
Eé,n, = Enns, + Eanno, < Eé, 十 a <o, .| 
这 表明 :各 为 LI- 有 和 界 下 扶 . 按 Doob 收敛 定理 ,6 为 r.v. 从 而 Co 
=00)C {6 — }(modP)(Y a>0). 显然 ,(0,=00) 二 (as<<a } 
>{a% < oo) =U,so{aw Ca} = Usol0s = co) 
三 人 —} (modP), 
现在 证 (ii). 按 定理 4.8. 1 ,有 
{ 人 ~) 一 {sup$, < o0} (modP). 
因此 ,为 证 (ii)， 仅 需 证 明 其 中 的 第 二 包含 关系 按 Doob 停 时 代 换 
定理 ,有 | 
Eanr, 一 — EDNr, 
— Eé, 十 a 十 ECCAE + lo 0) < oo 
由 此 可 知 ， Sy 工 -有 界 增 序列 . 按 单调 收敛 定理 ， 
La 二 = lim Ea ns, 0, 即 au EL(Y a>. 0)- 
St, = 00) G (et 0).. SE 
>{supé, < 00} 一 Von = 00) C {a < 00) GrodP). 
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推论 4.8.6 设 tEA4.CF.), 且 非 负 . 人 EL (Y nEN), 则 
{DEE /TF D < EN, >} modP) 7, = 六 6 


n=] k=0 


若 Elsup$,)<o0, 则 


(PEG/F < 0) = (7, >) modP). 

证 令 w=0， &= EC/ Fi) ,YY PEN), 则 7 
EM(P,F.) ya 为 可 料 增 序列 , 且 a,EL (VY nEN). 按 定理 4. 8.3 
(i) ,本 命题 第 一 个 结论 成 立 . 注意 ,7 为 非 负 下 著 , 且 YE UN* 当 
ECsup$,)<oo. 故 按 定理 4. 8. 3Giii)， 本 命题 的 第 二 个 结论 成 立 . 

推论 4. 8. 7(Borel-Cantelli-Levy 引 理 ) 设 4 一 他， AET, 
(之 1) , 则 


{DI P(A FT, 0} = (2 1 < oo} (modP). 


n=l n=1 
证 这 只 要 令 名 一 14 , 则 由 推论 4. 8. 6 , 立 得 结论 . 
定理 4.8.4 设 SEM(P,F.),6,EL(Y nEN), 则 
{0% < ceo) 三 {6 —) (modP). 
若 下 GuplAbi < oo, 则 {$y 过 o0) 一 {和 一}(modP). 
证 按 假设 ,人 EM,(P,F,), (十 1)? EM(P,F.). 它们 的 
R. -D. 分 解 为 . 
名 二 7 十 (十 1)? = 十 a,(VY n€ 和 N), 
其 中 


= PDE/ 1) 0", 一 EA 十 1)2/F 由 


=1 


显然 ,a ,6 二 a' ,二 2,, 按 定理 4. 8. 3(D， 
{(€) < ca) = {a ,<0 {et, < 0) 
它 { 人 全 一 ) NN {6 二 1} = ($,—}CmodP), 
此 即 第 一 结论 . 为 证 第 二 结论 , 按 定理 4. 8. 3iii), 仅 需 证 明 : 绊 E 
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Qt+, 从 而 ,人 十 172EBQet+, 为 此 ,定义 
一 inf{t €E NG >a) ,in{f{@} 一 co,4. = (t,o0), 
显然 ,对 Y a>>0, 有 . 
(AG | 14 SS [AS ) + 2 Va lAs | 1a. 
ECIAS? | ” 1a.) SE(AS. (2. 14,) 
十 2 Va (ECAS, 14))2 
< ElsuplAs, |?) 十 2 aE sup Ak, | )} 一 co 
| 一 鱼 € w+ 
定理 4.8.5 设 6MCP, 罗 .),eEMCP, 色 .)， 
Gi) 若 a 为 可 料 增 序列 , 且 满足 下 列 要 求 ， 
1(a.s),m oo(a. s), > SY A < co(a， sD), 


则 一 >0 3 n>ooH. 


Gi) 车》， cola. s) , 则 到 一 -6 一 0 当 xz~>cce 时 ， 


岂 


证 令 六 一 0, 岂 一 2 特 和 oo>1)， 则 EM(P,F.), re 


MP ), LON),= Sed A 2 /S71 = Dasace), 按 (i) 
中 的 假设 ,{ 《过 cco} 二 0 (modP). 按 定理 4. 8.4, 有 {t7)。<<oo} 
CC{ 一 } (modP), 故 人 一} 二 人 (modP)， 


一 1 


叉 Le 一 一 Fan = 二 力 十 一 EArt, 


On Qn 4=1 
按 Kronecker jl 有 1 -全 0. 

现在 ,考虑 (ii), 令 4， Ee ‘QCmodP). 
令 久 一 46),14 十 nl14, 若 a 满足 (i) 中 的 要 求 ， 则 十 人 一 0. 于 是 ， 


对 Y mEN, 有 
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网 = 六 和 14 一 ”0 当 n 一 co 时 


故 < 一 >0 于 Am 上 (Y mEN). 由 此 即 得 结论 Gii), 余 下 的 问 
题 就 是 验证 ac 满足 (iD 中 的 要 求 , 显然 ,a 可 料 ,a 宇 1(a. ss),a, 个 oo 
(a.s), 关 于 (iD 中 级 数 的 收敛 性 判断 如 下 ， 

< ACE A《(e》， 忆 

2 A < > A 1 十 2 去 14 
此 式 右边 第 二 个 级 数 收敛 . 假如 wE 4,, 则 


SAE), ACS) SA A 
2 E14 = > (人 


此 式 右边 级 数 的 收敛 性 等 价 于 以 下 初等 命题 ; 
“Sa 中 <<co, 其 中 > 0,6, = Da 


n=] 











1a,. 


由 mEN 的 任意 性 即 知 ; > M1, < s). 


定理 4.8.6 设 <EMCP, 多 .),R.-D. 分 解 为 6 一 7 十 we(7E 
M(P, 多 .),a 为 可 料 增 序列 ). 若 |AS, |<&c la. s), 则 
CQ) (7 十 ao<<ce) 一 (人 一 ) (modP); 


Gi) 《之 EA +AG/F ,<00)= {6 >) (modP). 
证 在 的 R.-D, 分 解 中 ,有 =0, 加 二 生 ,a 二 LECA/ 


一 (A$/9 1)) (n 之 1). 按 条 件 ， 
7EMP,F.) ,PE MP, FN, E (sup | hl) Se 
E(sup|A%m1')<4c<o0, 于 是 ,ES 按 定 理 4. 8. 4 人 77 << 
co} 一 (太一 ) (modP). 按 定理 4. 8. 3(i), (名 一 )}S{o<<co) 
(modP). 按 R,-D, 分 解 , {$6 一 } 汪 {一 } 门 (aos 过 oc}. 综合 上 述 分 
析 , 得 
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>) 一 (名 一 站 (ac < 0%} 一 {SNea < se) 门 亿 一 
一 (oa oo) 站 人 7 一) 一 (7)。 a < co) (modP). 
故 结论 全 成立. 下 证 结论 Gi)， 


注意 《7， = EAN /Fn) 
= ECIAE.]? 一 |ECAé /ZF 1 /1). 
人 一 1 


(to < oo) 一 (< 反 co) 站 1>)1ECASAAZ 1 < co) 
k=1 
{a (7) 0 = {a 0) hf {Wo 0) 


={D ECAS N/T < eco) f) (a < 00). 
k=1 


= {OEE, + IA /1 ) < oo} (modP). 
定理 4. 8. 7 (Kolmogorov 三 级 数 定 理 的 推广 ) 设 和 Ee 
4.(F.) 4c 为 任意 正常 数 , 则 级 数 和 名 在 集 A 上 收 化 
A= {PU | P/F ) < MN (PEGE/F,) <o0) 
{PVE/F,1) < ~) 
其 中 | 
$= él VR /TF ) = EC(X ~ E(X/F,))/F,). 
证 令 % 一 Ds. 按 推论 4. 8. 7, 有 
(OPUS F/T < 0} = Ce << co} 


=A. mn 人 一 -40n (De =ANt 


k=0. 


其 中 二 Sing EC/ jo=0， gg 显然 ,和 


MCP, 祈 ,),|Av,| 二 1y, | 二 2c. 按 定理 4. 8.4, 有 
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(< co = ,~—}(modP). 
另外 ， AGv)， 一 EO/F,1) 一 VE /FL1), 
《L)。。 一 SVE S/F 一 1)。 
n=] 
=—>A, 们 (7, —>)} 一 A Nn {, —} 一 A NN {(v),, < oo} 一 A,, 
>A CC {7,—}, (modP)., 
定理 4. 8. 8( 中 心 极限 定理 ) 设 E€M(P,,), 是 (A&, ,之 

1) 有 界 . 若 ($)。 二 oo(a., s)， 了 


-一 一 N(N 表 正 态 变 量 
三” (CN 表 正 二) 


其 中 v=in{f{n 写 1; (6), 守 1) ,in{{ CO} 二 00. 
证 按 条 件 (6),=oo(a, s) ,wv 必 为 有 限 停 时 , (VY t 宕 0). 令 52 


一 《6), ,of 二 A(§)4 二 (AS |?/ 了 F410) , 则 由 (CAS,,n 守 1) 有 界 可 知 ; 
3 r, Vv.C, 取 值 于 (0,1], 使 得 


Oui 十 Cos 一 上。 
(注意 ,35<t,S3 tm0<c<<1)， 于 是 ， 








i -5 一 1 一 3 1] 
, 且 czlw-o 一 Jo = (Fl -可 测 ). 


令 Y， A 宇 1), 则 由 YY 有 界 可 知 


1 a.5 
一 (lc)Y,——> 0, 
VT ‘eo 


C= 


于 是 ， 天 ,>N” 等 等 价 于 “二 


令 Zn=Y, 站 ly>wtoY, * l= ; 则 Z 具有 下 列 性 质 ， 
(Z, 1) 人 Zrlo>p = 3 Zt 2 {lo = 之 和 2 Zrlo=n 
n—1 4 -1 


-1 2 2+ 2 )=cY, + 


n=1 





“—l 
d. = 
CY +t YD >N”, 
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(Z.2)“ 二 Bz 工 -Noey -六 cz toy) i 
(2.3) EC(Zi | FB)=EYi* lo>p) toYlo-n/ Fi.1)=0, 
(2, 4) nM 人 人 E(Z?I/F 1)=o1o>p +e? 1 4 =)。 


2 一 Ztlo + >» lo 


oo nl 


一 cfov 2 十 2 2 olo, =n) 


"2 


一 <c: Dd dd 

设 N= 二 (Ni,k 宇 1) 为 具有 标准 正 态 分 布 的 独立 r,v, 列 , 且 独 
立 于 ,其 中 多。 二 ao( U,). 

(N. 1) 自然 独立 于 每 个 多，. 

(N. 2) 如 果 (2, 多 ) 的 容量 不 够 ,可 按 如 下 方式 扩充 . 让 (2X 
0' ,多 的 F' ,PXP' ) 为 新 的 概率 空间 ,然后 ,扩充 变量 的 定义 域 ， 
使 它们 都 在 此 空间 上 有 定义 . 令 

T= Pat hn 。 Ni,To= Zn * Ni, 

则 工具 有 下 列 特点 : 











(T. 1) Elexp (is 闻 )/F9 
=E(Cexp(i 庆 总 Ni)/F .) 
一 exp -2 =exp[ —*] (YsER) 
=- 六 7 二 

(T.2) “7, ,人 "特价 “二 > -全 -NM” 事实 上 


江 


大 
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一 Bexp| 本 >z 














2 oo 
= oo 二 5 ， :exp| 一 立 >， 相 
2 St 
1 d. ~ 1 d. ~ 
个 3) 全 T VC 3 9 
Vt mm t oN 
|alosli 才 -onl 去 本 -=o 








现在 , 剩 下 的 问题 就 是 证 明 :(T. 3) 中 最 后 的 极限 关系 成 立 . 
Elexp [i 7 - expli 

-ool 去 本 -ol 去 中 
-|z2a i oT ,] — exp yr /Fe 
一 名 ee 元 一 一 = 。 exp| 一 Fa 














记 虽 | 











exp 


exp 






































lo.= wexp| 一 AC 一 DH)]: exp :广大 2 
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eo 款 2 一 ep| 加 | ] | 
en -六 一 宫 j+ 才 加 


。 于 2 一 exp| 一 dd /| | 


过 DE Eee: 一 人 | | 

















雹 2 )— exp 


用 二] 








一 2 可 cs 人: 22) sexol; 天- ， Jr | 
= > EIE(B,/F ,1)|, 
其 中 


B= exp| 记 2 一 exp| - 旋 =w| 。 
令 5 


2 一 -20 一 uN 利用 不 等 式 ; 





lerz 一 上 十 训 一 和 | <min| 于 lz,lz 站 ， 
则 可 得 


[E(B /Ft)| = |E(e” (十 ir 一 二 十 人 十 太一 pa 
一 QL 二 六 一 这 六 十 人 十 四 一 二 一 e997 | 


= IE 人 er 一 (十 让 一 二 十 届 二 iy 一 六 22) 一 ea1sr，)| 


p it 上) ,1 工人 ) sj 
二 a| 6 Vr [zl 6 | VE | laN, /多 sb| 
CK|s | 十 Kir?). 4 


注意 ,E22 二 Ez,t 二 之 不 . 由 上 述 估计 式 便 可 得 
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PelEC, /F< < 


由 此 即 得 (T. 3) 中 的 最 后 极限 关系 . 
注 3 证 明 初等 不 饼 


i 




















in 二 zz 加 ， 


上 i 全 
正 实 上 ,e” 二 和 二 本 (XC—s)"e"cds, 
| 一 Solesdy 一 一 五 十 5| (zt — s)"e'ds 
0 


国 人 小 本 jn 
一 e -> 区 ep (z 一 Se — lds 


em 一 > Cx) | 可 2 可 | 一 syrlds| 一 癌 |zx|* 
-> | < 二 | ds = 


_ > Gz) |<mn[G4 (+i + 1 [| 叶 5 语 lz| 
多 数 舍 省 问 题 作为 应 用 例 , 考 虑 如 下 估计 问题 : 设 $= (&,,n 
EN) 为 独立 的 r.v. 列 ,有 ,一 0,V76 一 E: 一 ww>0(Y nEN). 考虑 
有 具有 了 噪声 上 的 参数 系统 : 
Dt = 07, + bi EN). 
假设 系统 的 初 态 hw 独立 于 &,0ER 为 得 估 的 未 知 参数 , 现在 要 求 
在 时 刻 4 通 过 观测 数据 加 , 记 ,… ,加 来 估计 参数 0E RR. 

设 ,= 0 N,N 9 17,) =0o(m,é 9 ,6,) ; 则 任意 六 可 测 的 
函数 六 均 可 看 作 是 0 在 时 刻 的 一 个 估计 ,而 最 佳 估计 问题 是 ， 
要 求 在 时 刻 1 找到 一 个 估计 7, 使 得 
了 00,) 二 min(f 了 (C0,) :0, 为 0 在 时 刻 关 的 任意 估计 } 


天 一 


其 中 了 (0， )= Bago —7 了 人， 一 人 i 
co 一 (GishEN) 为 加 权 系数 ( 非 负 ). 
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为 解 此 问题 , 作 如 下 变 分 ， 


太一 上 


f 0, + 60,) — £00, 一 Ze LECO— 0, — 60)% + Ey)? 


— ECO 一 9) 人 十 所)2] 
站 一 1 


=— Dc * ELC2C0 — 0 ,nh 
k=0 


十 2§441)7.60, ] 十 OC69,)? 
n—l ” 

> oe ‘EC(O0—0 ,)R+ Nr) 一 0 
太一 


=> 人 ， =0 十 守之 1). 
一 1 


1 
其 中 ,= 7 全 了 Sr 一 Ee * 六 (1 宇 1)， 


册 定 为 一 0=m, 则 YE MCP 7.) ,a 为 可 料 增 序列 , 且 
(7), = 一 Fa. Ul" RG 之 1). 


定义 4.8.4 车 估计 9 二 (9,,nEN) (a.s) 收 敛 到 真 值 9, 则 
称 9 为 强 相 容 估计 , 即 PC9 ,一 0) 一 1， 
命题 4.8. 1 车 加 权 系 数 c=vrt, LY), (oo0Ca. s);, 则 ob, 


一 一 ~0(a.s). 
1 一 ecO 


tb 


nl] 


证 事实 上 ， 7.= vi ‘ EYEMCP,F.) ,PEMP, 


多 .). 按 定理 4. 8&. 5 0 (a. 8). 当 co =v 时 ,= 
(7),. 


故 ,一 0 和 -0 (a. s). 





命题 4.8.2 车 sup | 2 
则 六 是 强 相 容 的 ， 


<0, 2 EG) A1) 一 co， 


- 
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本 一 2 
> 1 人 6 OS, 一 >， Ch — 0h)’ 


竹 nn 是 Un 


Unt+l 
<22 (8+ 澡 ) 二 





va 
arte) Dn 

一 2 en 上 (7 )。, 
{lA ce CE {N= 00). 


按 K. 氏 三 级 数 定理 ,有 PC271 和 和 一 co) =1 于 实 上 ,在 定理 
4.8.7 中 取 c=2, 以 1A8, 代替 名 ,注意 到 独立 性 , 便 得 271A&, 收 
傅 于 集 4.=={ 1A5<oo 由 (EQAG)<oo)N (Dvan 
5)<co) 上 ， 注意 ,VCA6)=EQAG EQUA) 则 EMCP， 
7.) ,EMP,F.) ,Esup|Ag |) ,其 中 4,= Dans— 
(1 人 4)). 按 定理 4,8,4, 有 {(q)。 达 00} te 而 (q)= 一 
VQA5). 故 
A = (OAG TON (NE AE < 0). 


因此 , 若 27 ELAL<eo, 则 4 一 (1AE<ceyC2) 
按 假设 ,得 P(A.)==0, 从 而 
P(> 1A 吕 一 cc)=1 
之 (一 co (a. s). 
按 命 题 4. 8. 1, 便 得 所 要 的 结论 ， 
如 何 保证 命 古 4. 8. 2 中 的 条 件 成 立 的 问题 将 在 下 一 节 讨论 ， 
并 将 假定 是 Gauss 的 ， 
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4.9 鞠 与 分 布 的 绝对 连续 性 


设 (Q, 凶 ) 为 可 测 空 | 回 . 《. 祈 . )=(F， ,7EN) 为 、 7 中 的 子 6 Oo- 
代数 流 . N= (0,1,2,…). P.P 为 (0, 多 ) 上 的 概率 测度 
oUF P=Pls, 和 P， 分 别 球 示 己 和 记 到 (D,。 多 ,) 上 
的 限制 在 第 二 章 ， 已 介绍 过 测 度 之 间 的 绝对 连续 性 和 相互 奇异 
性 . P<P 表示 卫 是 已 连续 的 . P~P 表示 相互 绝对 连续 或 等 价 . 
~ loc ~ ~ ~ lo 
P&P 表示 了 关于 了 局 部 绝对 连续 , 即 P,P,(V nEN). P~P 
表示 了 与 局 部 等 价 , 即 P,~P,(Y nEN), 显然 

P < PoP P,P ~ PP <P. 
但 反之 不 必 成 立 , 这 有 例 可 以 证 明 . 现在 ,一 个 很 自然 的 间 题 就 是 : 
在 什么 条 件 下 , 道 关 系 真 . 本 节 将 以 执 论 为 工具 来 探求 这 样 的 条 
件 . 

假定 P&P. 令 信之 ,和风 z 一 CnEND 为 加 上 也 - 有 界 . 
zo 二 limz,. 以 下 符号 玖 总 表示 关于 PP 求 期 望 . 按 Doob 款 收 敛 定 
理 4.5.2, 有 

《a,s) 一 Jimz, 一 z。 EL 
定理 4. 9. 1(Lebesque 分 解 定 理 ). 设 PP, 则 
P=v+ A， 
其 中 LPw<&P, 且 vA)= | zdP CY AEF), 


MAAY= PAN (zs =) (AEF). 
证 引入 概率 测度 Q= 二 (P+P) ,Q, 一 地 (P, 士 已) 则 万 久 


Q,P<Q. 按 假设 P&P,, 有 已 ~Q,(YVaEN). 按 R,-N. 导 数 的 
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dP,_dP, .dP, ， 
性 质 ,3 二 ap.* dG, (modQ), 令 


Pt， dP, db 
Ze = 96 Td 0 
出 
Qa = 0 = 0) = 00PC4)y =0= PC)=QC = 0). 
i oo * zz 有 和 定义 于 ON 一 0,xu 一 0) 上 ， ‘mode). 显然 ,z， 


一 一 (modQ). 按 Doob 狱 不 等 式 ， 有 


Qsupu, Cc) 一 supQ (maxiu> c) 魏 一 ! supEatu 一 二 一 一 一 0， 


C 一 CO 





Plsupiu <c) -i 0 "PQ) 


| wdQ 一 已 (和 > 0) RPAnaxw > ee) Plsupu > 0o) 
人 > . [1 大 


一 lim sup udQ < limP (supus >c)=0., 


co ky {wi>ec} 


这 表明 ;xw. 关 于 人 @ 为 一 致 可 积 抉 , 辐 理 可 证 :关于 QQ 亦 为 一 致 可 
积 拷 , 按 Doob-Levy 的 莉 表 现 定理 ,有 
他。 一 Eallo/F ,) sn 一 Eol(uow/F,) (V 也 Ee N) 
zo 一 (a.s) — lim io -ze (modQ) 
. m00 Hn loo 
=>zo 一 2 CmodP 或 modP). 


现在 , 令 v(A) = | zsdP ,pA)=PAN {z=00)) (¥Y AE 
久 ), 则 | | 


.P(A) = vA) 十 A(A) (YA E 多 ), 
事实 上 ， , 设 好 一 xleu >o, 则 


P(A) [raa = [amend + | md — wR 
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=| 人 zzdD 十 | (1— wos)dP 
A A 
=| zdP + POAN {us = 0)). 
POA NN {us = 0)) =P(A N {uw = 0,2 = 0)) 
+ PAN {us = 0 > 0)) 
=P(AN (zo = coj=> 忆 = 十 内 
最 后 证 明 :LP. 注意 : 
{Zo = co)} CC {Woo = 0},P (uo 一 0) 二 0, 
而 有 PP(z% 二 00)= 二 0 地 Pl(zw 达 00) = 二 1. 注意 ， 
pzo < 00) = Pz <o0) mn {zo = oo) =0. 

注 1 z= 二 (zi,kEN) 在 概率 P 下 为 L'- 有 界 靳 ， limz, = 
zmodP). 这 是 在 条 件 了 区 P 下 得 到 的 . 一 般 地 即使 P(z- 一 co) 
二 0, 也 得 不 出 了 (zs 二 00) 二 0 的 结果 车 能 得 出 , 则 P<P, 可 见 ， 
zo 将 起 特别 重要 的 作用 . | 

注 2 在 本 章 8 5. 3 中 给 出 过 一 个 7 工 '- 有 界 的 非 负 拷 7. 它 不 一 
致 可 积 ， 但 有 六 一 > 人 .GE 也 ， 对 Y 0<<e 一 ] ， 有 

Pl 20 = P= 10 Sh [二 





一 一 一 0 
开 一 CO 


= 0, 0 (as) 
定义 已 :PC4) 一 | jdP(Y AE9,), 即 加 = 和. 按 7 的 性 质 ,P 


为 概率 测度 ， 且 忆 ， PV "EN). 此 外 ， 概率 测 度 族 (P,,nEN) 是 


相 容 的 , 按 K, -连续 延 折 定理 ,3 (0， 多 ) 上 的 概率 测度 忆 ， 
P|z,=P,. 按 定理 4. 9.1, 有 
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ECd) =| ndP + P(AN (人 = co 
"=P(AN 一 co (WV AEF). SPLP. 
然而 ,7 二 0 (mocdP)， olmodP), 
定理 4.9.2 设 PZP, 则 
P AP 二 JP(c- < ce) 三 由 
证 按 定理 4. 9. 1, 有 
P(A) = | zsdP +P(AN (zw = o0)) (VY AE F). 
(4. 9-1) 
让 A4=0, 得 :1=Ezw 二 Pz 二 00). 
者 P&P;, 则 P(x 一 00) 0>P(zws=00)==0, 之 Ez=1. 反 
之 ,车 Ez 二 1, 则 (zs 二 co)==0, 按 (4.9-1) 式 ,有 
P(A) = | =-aPC AE 9).>P KP. 
仍 以 (4. 9- 了 ) 式 为 依据 ， 便 可 得 命题 中 相应 (-) 的 结论 . 


推论 4. 9.1L 若 P&P， 则 P<Pex 一 致 可 积 (关于 己 )， 


证 若 z 关于 己 一 致 可 积 , 则 > 为 一 致 可 积 鞭 . 按 Doob-Levy 
定理 ， 


2 = El(zo/F,) Ez = Ez, =1>PEP, 
现 设 Ez 二 1, 则 按 定理 4. 9. 2， P<P. 按 (4. 9-1) 式 可 得 
PFC4)=jzdP(Y AES). i AE.F,, 则 
PM) =P(A) = | zdP -J Ezel FdP, 


= 凶 = = E(zw/F,) (modP) (VnE€E N). 
二 > 之 一 致 可 积 ~ 


> 
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注 3 ” 按 Doob 诸 不 等 式 ( 定 理 4. 4. 1). 若 
supE(z,lnt+ z,) < co 或 supEx < ce( 某 户 1)， 

则 z 一 致 可 积 . 在 注 4. 9. 2 中 出 现 的 蒜 7 经 直接 验证 不 是 一 致 可 积 
的 . 这 里 也 可 采用 推论 4. 9. 1, 验 证 7 不 是 一 致 可 积 的 . 

定理 4. 9. 3(Kakutani-Dichotomy 定理) 设 &,E 是 定义 在 
(人 ,多 ,P) 上 的 两 上 独立 的 r.v. 列 , 且 ,sEACF.), 其 中 多,= 
0 名,:0<hSAD (VY nEN).Q,Q 分别 表示 由 《和 所 诱导 出 的 
CR*,B”~) 上 的 概率 测度 . Q,,Q, 分 别 为 Q,Q 到 (R"" ,98"t') 上 的 
限制 , Pe ,Pr 分别 表示 由 和 ,可 诱导 的 (CR, 多 ) 上 的 概率 测度 , 

eh Pe (VY nEN), 则 QQ 与 QQ 两 者 必 居 其 一 

由 独立 性 知 
Per， < PEeQ， XOYVn € N)， 即 a 0, 


心 


“gx 一 -es -四 一 ITe， 
一 -I 一 Hinz, (modQ). | 
4 和 = 义 儿 . 则 几 3B7 为 多 "中 的 尾 o- 代数 
{z 一 0 一 (ER: Dinga) 一 一 00) 
二 < R™. 2ioco = 一 一 _ € 2 n < N) 
>{z~ = 0} < 有 ar 
(<m<c = {zr € R™. PL <o} 
={x€ R™.| Soceol 一 coj 6E BY nEN) 
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=>(0<2 < oo} EN BF. 


{zo < 0}, {ze > 0) EN BF. 


按 KK. -0-1 律 ,Q(z 过 oo) 二 0 或 1. 按 定理 4. 9. 2, 即 得 结论 
引 理 4. 9.1 ' 设 
U(r) = Te Cr) + sign (ruins Cr) (VY x € R), 
则 3 常数 0 二 4 二 B<oo, 使 得 
A(1 — Yr)<rulnr) + raulnr)+1—zr 
SB.d— Vr)(yY zr 0). 
证 令 f(z)==zxrulinz) 十 zw? (nz) 十 1 一 +(x 之 0), 首先 考虑 


尝 1 2 一- 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 , 几 3 
"的 情形 让 OG Va 
zf 时 (z>e). 因 此 ,1= 广 (co) 委 Ar) 乏 Ai(e). 于 是 , 当 z>e 时， 
选取 4、B 满足 要 求 :A 万 1,B 之 用 (e). 其 次 考虑 0 委 z 委 e 的 情 


Hs 一 f(r) 1+vVx 多 < 一 二 
形 . 这 时 (zx) A 1 1 一 二. 显然 ， ,f(z) 个 当 0 过 XS 


e-! 且 xz 个 时 .于 是 ,1 二 (0) 过 用 (x) 过 有 (le 下 ,这 时 ,应 选取 A,B 
满足 要 求 -A<1,B 之 fi(e™). 再 次 考虑 1<+<e 的 情形 .让 f(x) 
二/(z) 一 c(1 一 VX)’, 则 

刀 :(z) 一 3lnz 十 On 一 Cc 十 一 一 三， 
FenD = 立 十 2 一 号 一 大 
不 难看 出 : 当 c&6 时 ,f(x) 之 0 于 xE[l,ej 上 ; 当 c>2Ve (2e 十 
DD 时 ,所 (zx)<<0 于 xzE[1,eJ 上 .于 是 , 当 xzE[1,e] 时 ,选取 的 A,B 
应 满足 要 求 A 志 6,B 宇 28>>2 Ve (2e 十 1). 最 后 考虑 se 入 zx 和 1 的 
情形 . 仍 考 虑 函数 f(z). 不 难看 出 : 当 c 委 2 时 , 户 (z) 之 0 于 XE 
[e 一 1 上; 当 c 疡 10>2(5 一 2e 0 时 , 户 (c 委 0 于 zE[e- 1 上 ， 
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于 是 , 当 xE€[e-!,1] 时 ,选取 的 A、B 应 满足 要 求 ;A 二 2,B 宇 10. 
综 上 所 述 ,可 选取 4、B 为 A=1,B=28.， 
~ loc 
定理 4.9.4 设 PXP,a,=z,z1,2I = 二 1 
sn] 


1>0} (7 之 1 )， 
多 二 {2 ,上 0}) ,w= 二 1 则 


P PEP(D a — Ea /0)) < 0) =1. 


证 按 定理 4. 9. 2,P&POP (zs<o0) 二 1. 下 面 讨论 {zo 过 
coo} 的 结构 , 按 假设 ， 
P,(z, = 0) = 0= P,(z, = 0) (Vn €N) 


=>z, = [lz zi = [fa = exp(》 lnw)(modE 或 modP). 
kl kl k=l 
按 定理 4. 9,1, 有 
P(zw=0)=0 
=>{z% < co) ={0 < limz, < 0) 
={— 0 <lim2 ng 一 十 co} 


kr 


={lim| Siudna,) | < co)} } modP 或 modP) ， 


其 中 心 z) 按 引 理 4 9. .1 中 定义 (注意 lines | 一 0 当 人 oo 时 )， 
现在 , 设 7 为 任意 有 和 界 的 zx v , 则 对 Y AE ,1;, 有 


| Eee- /FVdP = | mz,1dP =| jc， mudP 
-| wt Ep/ FP 一 |, EG,/ $7)dP. 
[ar = | qdP = [3 Ew/ dP = | = ic/ dP 


ze, Ey/F,.) 一 EQzi/F. "1) CmodP 或 modP). 


(这 里 已 表示 关于 书 求 期 望 ). 
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令 1 一 zz) 则 1 一 天 (ov/ 2。 )CmodP) 
令 7?=x(naw)， 刚 


ECullna,)/F,1) = ECa, «ullna,) /1) (modP). 
注意 , 汝 在 1 附近 时 ,xzu(llnzx) 宇 z+ 一 1, 于 是 , 当 足够 大 时 ,有 
Elullna)/F,1) = ECou llno)/F,) 
EC, ~ 1/F,,) =0 (modP), 


令 名 一 22ullno), 则 关于 卫 为 下 款 , 且 当 n 足 够 大 时 ， 
le,|<2. 按 定理 4. 8.6, 得 


{lim| Dullno) | < co = {6 —)} 
oo f=l 
=( SY ECudna,) 十 Ww na) /1) < 一 oo) 
如 1 


= (ECu(u(lnaD) + wne))/F) < oo) (modP). 
k=1 


(最 后 一 步 是 取 ?一 x(lno) 十 必 (lna) 得 到 的 ), 注意 


EC Vauyy/z = 2E0 ~ Va /FmodP). 
并 利用 引 理 4, 9. 1, 便 可 推出 : 


DECa, Cullno) 十 wne) /Fn) < 
. GHDEQ ~ Vo /Fn) < olmodP). 
> < 0} = (D4— ECV a /8,1)) < oo) (modP). 


推论 4. 9. 2 设 PeP,a, 与 多 ,关于 PP 和 PP 独立 ， 
则 PS4PeZ ~ EVa) <o. 
注 4 按 此 推 沦 ， Kakutani. 定理 可 表述 为 


QQ UIE Va) <o. 
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推论 4.9.3 车 P&P, 则 
PD Ea, Ina, /Fo << co) 一 1=>P "<P. 
证 在 定理 4. 9. 4 之 证 中 得 到 过 ， 1 
Ed 一 /1) 一 0 (modP). 
由 此 可 知 ,对 Y CER, 有 ‘ 
PO Elo, * Ina /FD 一 co) 


一 PPDac.， Ia- +ed — /Fi) 0); 


注意 P( TD Elo, “na, F 1—&/F,1) < 0) 
<POD EQ N/T 
于 是 , 撤 定 理 4. 9.4, 并 取 < 一 ] ，, 便 得 本 推论 的 结果 ， 
推论 4 9.4 车 P<P, 则 | 
P $PoFD IInECVa, /多 -1 <<s) = 
证 对 Y x€ (0， 1], 有 一 znx<<1 一 x 过 一 nx. 因此 ， 若 0<<z， 
和 1, 且 2 0 一 az)<co, 则 一 六 zlnz<co, 且 忆 人 1 从而， 
.2 linzj<ee, 反之 ,由 此 不 等 式 可 推出 : 当 0<x < 之 1 时 ， 
2 01 一.)<oo. 从 而 ,1 24zlnz|<cq, 故 当 0<rusl 时 ,有 
2 (1 一 2 < 0) Zlnz,| < ~ linz,| < cs， 
令吉 =ECV a /1), 则 i 
SE/F,) = 1n00p),p 0 zr 1(modP) 
=>P() (ECVa /9,)) < 00) 
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一 1GPCY IInECV a /9F,) | < co) = 1. 
故此 推论 便 转 化 成 定理 4. 9. 4. 
~ lo 
推论 4.9.5 设 P&P, 昌 3 A,B;0 志 4A<1,0 过 B, 使 得 
DPIL Al 二 +B)=1'Yn 人 1), 
P POP EC —% /FD = 1. 
证 事实 上 , 若 1 一 4 和 xzx 委 1 十 B, 则 3 c>>0G=1,2) ,使 得 
A(x Ve mr) (4.9-2) 
2 
人 -| 1 Vr 
$ f= 二 | = : 
d+ vi+B) ?Qf/D)EU+ Vv- A) 
(YrxE[i—4,1+B8)). 
取 c=Q 十 VITB)-?,ces 二 (1 二 VI 二 2A), 则 (4. 9-2) 式 对 任意 
rE[1 一 A,1 十 Bj] 成立. 注意 


ECQ — May/F,) = 2E0 — Mo/ 7 (modP), 
故此 推论 被 转化 成 定理 4. 9. 4. 

下 面 利用 前 面 所 得 到 的 结果 讨论 Hajek-Feldman-Dichotomy 
问题 ; 设 P， 己 为 (Re ,2 ) 上 的 概率 测度 . P,,P, 分 别 表示 P,P 
到 (CR , 络 ") 上 的 限制 . E.E 分别 表 示 关 于 已 ,已 求 期 望 . H. -F. -D， 
问题 将 研究 Gauss 测度 族 之 间 的 等 价 关系 . 

命题 4.9.1 设 z=(z,n 宇 1) 为 R* 上 的 随机 点 .P=(P,,n 宇 
1) 为 Gauss 概率 族 , 则 
EC(z/B" 7) = Elz /ri Rt) = Dom = A (x) nF 2)) 


K=! 
其 中 必 ,1&hn 一 1, 为 常数 , 且 

存在 独立 同 分 布 的 Gauss r,v, 列 c= (6,,n 宇 1) (ae 一 NO0， 
17))， 





z=, 1( 江 7 ) 二 Tb —} “6 0 1 2 ), 
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证 这 可 由 Gram-Schmidt 方法 推出 (参看 [11]. ch. 2. 8 11). 
设 P=(P,,n 宕 1) 为 一 个 Gauss 测度 族 , 则 相应 地 可 得 5,_1 及 


二 1 


a i) = EC, /B= De 如 果 王 筷 P, 则 当 忆 ,一 0 或 六 ， 


二 0 时 , 必 有 a_i1(x)= a (7). (modP), 由 此 知 :&i (x) 二 a(z) 
(modP)( < 和 "一 1). 可 以 证 明 ， 


_ dP 


十 (z) ， “ai(z)(mnodP)( LZn— 1) 


->z = Tn =1(modP)( <hZn— 1). 
帕 忆 <P 可知 ;x4 一 1(modP), 这 表明 ;Pi 二 Pi(1<h<n 一 1). 因 
此 ,以 下 总 假定 :8 之 0,8:>0. (VY n 宇 1). 
命题 4. 9. 2 设 P,P 为 CR“ ,=”) 上 的 Gauss 概率 测度 , 且 
PP. 则 


ou = di * exp(— 





了 (x, 一 Ci (7 72 加 (Xz nl | | 
2 D2 D2 ， 
其 中 aoCr)=Exiyao(z)= 二 Eri,0=Vri,0$ 二 Vz， 


d, 一 








ou 二 Zn* Zi1(Z 之 定义 见 定理 4. 9.4). 


证 设 4 为 (R, 多 ) 上 的 Lebesque 测度 . Pw! 表示 如 在 条 件 
家 一 :下 的 条 件 概率 , 即 
Pl(B) = Plr, € B/B"I)Y BE %). 
显然 ,由 Gauss 性 ,有 4 一 < .注意 
Plz, E 也 /一 = 二 be E B/N BE %) 


dP,ls1 _1 
i 


dP, _ 1 ， 
一 三- 本 ee 5 (zn 一 ao-1(Z)) 上 


同 理 可 得 
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dP， 





1 1 "| 
exp(— CT U1C7)) 
dap Vlba| | 22 ! 
> (rt) 一 之 _dP, ,dP _ dP, ,dP 

dP, dP，， dP，， dP, 


~ ioc 
命题 4.9.3 设 P~P.P, 了 为 (R™,B") 上 的 Gauss 概率 测 
度 , 则 





EVA-D -| 24 


1 二 + di 


1 _ di (d(x) — F(T)) 
* Exp 4 1 二 di_i 方 ， , 
na—1 





alN 1 | 2d,—1 
妈 InECV a, /B71) 一 in| 工 咎 史 - 


1 dy Calz) ~ Ha)) 
4 1 人 十 di_ D2 . 





证 令 P17T) =a Tr)O— 人 9 一 1CX), [UR (7) = i 1(X) 3 
有 
f(x 1) I 一 -On hm 
. 4 i 2 





则 
， ECV a /有 -0 一 : 五 -1 
| ee 作 一 -rz) Co 一 | 
. sexXD 2 ~ > 
1 46: 1 4 b 2 | 
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工 
一 五 [del 一 -一 


Ce + ps a / -| 
4 


一 < rh ,人 人， 
计算 上 式 右边 的 积分 便 可 得 命题 中 所 要 求 的 表示 . 


命题 4. 9.4 d= 二 (qd,,n 宇 1) 具 有 下 列 特性 . 


. 2d,-1 
(1) 0 二 Sl; 


Gd) Dn [下 | 与 2 (dt 一 1)? 具 有 相同 的 收敛 性 ， 





2 
证 令 g(=j 和 3; 则 g' (= 2 因此 ,1 二 1 为 g(2) 
的 极 大 值 点 ， Te ee 1(Y t 宕 0). 过 (i). 
现在 , 令 > f=ln 于 一 一 1)?, 则 





万 .0 = 二 于 刁 — dct(t? — 1). 
按 (GD , 仅 需 考虑 之 0 的 情形 . Gi) 中 两 个 级 数 收敛 的 必要 条 件 是 d， 
一 1. 因此 , 仅 需 在 :一 1 附近 改变 函数 /4). 车 选 c, 使 得 讨 一 4 之 
0, 则 大) 以 :=1 为 极 小 值 点 .车 选 <, 使 得 亡 一 4c<0, 则 f(D 以 1 
= 1 为 极 大 值 点 .于 是 , 选 0<a 过 二 , 则 3 8 之 0, 闻 /() 之 
Q(t 一 1| 志 B). 选 cz> 襄 , 则 3 4>>0, 广 太 G 委 00 一 ]j 委 4), 故 


ol ln lt ee I~AVB StSI+tANB). 
和 用 此 关系 便 可 得 结 吉 论 (ii)， 
定理 4. 9. 5 (Hajek-Feldman-Dichotomy 定理 ) 设 和 = (6 人 
1 ,二 一 (En1) 为 两 个 Gauss 序列 .P, 了 分别 表 示 由 3 
诱导 的 CR” ,有 ”) 上 的 Gauss 测度 ， 
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~ Ice 
Bore (| 六 


其 中 p(x)=a, (zx) 一 全 (xz) 
证 按 命题 4. 9. 3,4. 9. 4 及 推论 4. 9. 4, 有 








BgpoP wa- 1 + < <~|- 1. 
(1) 旧 pe (0) 
因此 ,车 能 证 明 
( ) -一 ~ [F(x) | 
FD a 
" p? Li 0b? 


则 由 己 . 刀 处 于 对 称 位 置 必得 定理 真 .上 等 价 关系 的 成 立 是 如 下 命 
题 的 结论 . 


命题 :9.5 设 B8=(B,n 之 1) 为 定义 在 C0, 多 ;PP) 上 的 
Gauss 序列 , 则 


PO RB < 00) = 1 ER 一 cc 


证 车 EB<oo, 则 按 单调 收敛 定理 ,有 
E(2)P) = 2 EB < o>P(OR < co) 一 1 


nH 


反之 , 设 PC2 忆 <co) 一 1. 首先 假定 B, 具 有 0 均值 (Y 之 





1. 令 9 一 名 居 , 风 3 >0, 放 (一 co) 一 Po) 
一 Eexp( 一 力 = | Pdn 


> jePido >e PK[oa]) = Pa 二 中 
(Eexp(— ND) (ep a))? < coi 
即 (Eexp(— > Bi))-2 < oo， 
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现在 ,对 Y n 宇 1, 构 作 独 立 的 Gauss r.v. 族 : 1 委 A<2 使 
得 
DB = DB, rn),H EB.,= 0, 
人 = A=1 
令 X=EBi,, 则 Brin~N (0,N,). 于 是 


Eexp {— 和 2 BR.,} = [Eexp— BE) 








-1 访 exp|l 一 ? -让 | 产 


一 TITG + 2%..)- 3 


天 一 1 


=>(Eexp (~ 7 = LI (1 十 24.1) 二 1 十 2 十 


一 ECY pi =ECY PB,) = Dh [LA + 2%.) 
k=] k=1 k=] k=1 


a 


(Eexp{— > B81))™ 

k=1 
一 ECY piD) < (Eexp(— Dp:))™ 
一 EC > RP) < cc. 


现在 ,考虑 58,0.(Y "之 1) 的 情形 . 设 万 =( 记 ,an>1D) 为 一 


独立 于 8 的 Gauss 序列 ， 量具 有 与 8 相同 的 分 布 . 令 p=P, 一 户 ， 
(VY 7 之 ]) , 风 五 沪 一 0, 且 4 为 Gauss 序列 . 按 前 面 的 证 明 ,有 


PO 2 <<co) 一 199P(2>， (0, 一 有 六 <<co) 一 19E(Z <°. 


利 下 器 证 明 的 是 ， 
EC HE) ZOOEC( IR) < co， 
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按 假定 ,有 
22 E(B, — EB)’ = 2 Ex. 
(EB < (EB,)* + (2B, — EB,)? = 2 + 2(p, — EB,)’; 

2 (EB): < 228 + 2 (8 — EB,)’. 
因此 , 若 PC(27 忆 <co) 一 1， 则 2 E14<ce. 从 而 

2 EB, — EB, ”< o> 2 (Eh, )? < co 
>E(2)P) = >) EB: = 2 (EB, )2 十 2 ECB, — EB,)’ < co. 
反之 ,车 EC2 忆 )<eo, 则 


EC AD = $5ECB, — EB)Y < E(B) < oo. 
.上 节 讨 论 过 一 般 性 的 参数 估计 . 现在 ,利用 H-F-D 定理 来 研 
究 噪声 为 Gauss 情形 的 参数 估计 . 
定理 4. 9.6 设 £== (6,,n 宇 1) 为 独立 的 Gauss 序列 , 且 Eé,== 
0,v, 一 了 26>>0(x 之 1), 甸 = 二 0, 则 估计 9 = (0,,n 宇 1) 强 相 容 的 充 


要 条 件 是 -2 一 oo 


n=0 Un 十 1 





证 设 羡 忆 区 -一 ,考虑 的 参数 系统 为 
"po =0% + nl(yVn EN). 
其 中 为 独立 于 & 的 Gauss 变量 . Pi 为 了 所 诱导 的 (R™”, 儿 ”) 上 
的 概率 分 布 , 5 表示 关于 Ps 的 期 望 算 子 . 按 上 一 节 的 讨论 ,有 如 
下 结果 : 


Y, 
@ n= 0 十 a » 
此 一 1 .& nl 2 
其 中 7,= 27 2 二 2 人) ,1D) ,1 =0=a. 
k=0 TAI k=0 TAR 十 1 
按 命题 4. 9. 5 及 7 的 Gauss 性 ,可 得 
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一 Gv + 0 
> oe De Cp “Wit + LED) 
=- 5 十 3 站)( 令 vw = EN). 


按 推 论 4.9. 4, 对 每 个 0, 佑 计 9 都 是 强 相 容 的 ， 


现在 ,假定 : 9 是 强 相 容 的 . Py 如 前 面 定义 , 则 Po 9, 一 0) 一 
1, 若 9 尖 2, 则 必 有 Po | Po. 为 证 此 , 设 半 是 相应 于 b 的 参数 系 
统 ,并 按 Po 考察 该 系统 由 假设 ,六 是 Gauss 的 , 且 关 于 4 是 线性 
的 . 因此 ,Po 之 P,. 按 二 断定 理 4. 9. 5, Ps 一 Ps 与 Po 上 Pi 两 者 必 


居 其 一 . 假如 Pe 一 Po , 则 
Pa (D> 0) 一 1>Po(?， 9) 一 1， 
但 “Po(?, 一 0) 一 1. 这 就 导致 子 盾 . 故 
Po 上 Po (0.¥0). 
系统 7 可 以 改写 成 如 下 形式 : 
+1 二 0%, 十 Vonien, 


其 中 6~NC0,1),e 为 独立 的 r.v. 列 .现在 , 令 


Eo =Jko ,= Eo » ,= Unt+l ,一 V Zi+H1 9 Cr (x+)=07, 9 人 (zx) 一 


一 [经 (Z) 
Ox CT) = (0,— Dk ,上 es 一 (9. 一 or 
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则 按 定 理 4. 9. 5, 有 
: Pa L Pm D0 — 0 FE = oo(0, #0). 
现在 ,选取 9.==0,0, 隆 0, 则 获 == 名 (modPo ). 注意 

El= FE:=v,. 


故 Pl Pa 2 过 -一 co. 000)， 
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第 五 章 ”最 优 停止 规则 


§ 5.1 最 优 停止 问题 (1) 


设 Z=(2Z,,n 之 1) 是 定义 在 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 取 值 于 状态 
空间 (EE,4) 且 适应 于 (多, )= 二 (多 ,,n 之 1) 的 随机 序列 . E- 值 . v， 
2Z, 可 以 解释 为 一 个 博弈 者 在 第 轮 博弈 之 后 ,其 累计 损失 为 Z,. 
这 就 提出 了 一 个 问题 ;在 什么 情况 下 由 停止 博弈 所 造成 的 损失 最 
小 . 从 概率 论 观点 看 ,这 种 最 小 损失 应 指 在 平均 意义 下 . 

设 . 所 三 (ri:r 为 关于 (P, 多 .) 的 有 限 停 时 ). 现在 ,要 讨论 的 问 
题 是 ; 存 不 存在 r"E -4 ,使 得 

FEZ. SCEZ, (Vr€EM). 
即 是 说 ;能 否 找 到 一 个 有 限 停 时 r" ,使 得 博弈 者 相应 的 损失 就 其 
平均 而 言 最 小 . 此 问题 并 非 总 是 有 解 ,也 不 总 是 容易 求解 , 往往 为 
求解 需要 将 要 求 放宽 到 某 种 可 接受 的 程度 , 

定义 5.1.1 假如 对 Y rE.-4,EZ. 存 在 , 且 对 Y se 之 0, 存 在 t 
EA1 ,使 得 

EZ <EZ.+e (YEE tH), 
则 称 z 为 2 的 e- 最 优 停 时 . 简称 0- 最 优 停止 为 最 优 停 时 . 

定义 S.1.2 设 Z 为 广义 下 鞭 , 若 对 Y rE-AU ,EZ 存在, 且 对 
Yn 之 1, 有 

E(Z:/ 多 ,) 之 2 于 集 (r 守 nn) 上 (a.s)， 
则 称 2 为 正则 广义 下 鞍 . 

按 定理 4. 6.5, 若 Elsup2*) 达 oo, 则 当 ZEGM,(P, 多 ,) 时 ， 

对 Y nn 之 1 ,有 
E(Zivyr/ 1) 2Z, (a. 8) 
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注意 , (tr 之 n)E 多 ,于 是 ， 
loesswE (Zr/F,) =E( sw Ly/ ,) 
之 Zul (a 5). 
引 理 5s.1.1 设 E2; 存 在 (V +r€.7), 且 ZEGM.(P,F.), 
则 Z 正则 的 充 要 条 件 是 
五 (Zr/ 多 。) 之 Zola,s) 于 集 (o 7) 上 (VY orE A1). 
证 充分 性 显然 . 下 证 必要 性 . 显然， 
(coc 委 z) = 一 U'c 一 1) (7), 
由 2 的 正则 性 知 
lsdjECZ /FF ,) 1 =E(l sy L/S,) ln 
=1esw EZ /F,) 1 
>leznl losn = lpnZolorn 
二 >E(Z/ 祈 ,) 之 Zo(a,s) 于 集 (c 委 r) 上 ， 
注 1 此 引 理 表明 :广义 下 款 的 正则 性 等 价 手 有 限 停 时 代 换 
的 不 变性 , 在 第 四 章 $5 注 3 的 例 中 ,7 为 非 负 蒜 , 且 歼 ] = 二 1(Y n 
> 水 一 >0. 在 那里 已 证 明 :? 不 一 致 可 积 , 且 停 时 代 换 不 能 保 
证 鞭 性 质 不 变 , 但 这 个 著 还 有 下 列 特点 : 
G) 对 Y e>0, 令 区 二 inf tn 之 1:1,<e}) ,inf(C}==00, 则 Tr* EE 
SAA 
(ii Ey 委 e. 从 而 Ey 考 Evy. 呈 elY rE-A) ,这 表明 :r 为 7 
的 es- 最 优 停 时 (e 盖 0); 
Giii) 不 存在 有 限 最 优 停 时 , 事实 上 , 若 存在 r E77, 使 得 Ey. 
所 Ep,(Y rE-4) , 则 必 有 
Er < Ey 委 e 一 7 = 0., 
然而 ,rt' 为 有 限 停 时 ,因此 ,Ey 汪 0. 这 就 出 现 矛 盾 , 
此 例 表 明 :; 当 广义 下 著 不 是 正则 的 时 候 , 相 应 的 最 优 停 时 间 题 
在 -7 范围 内 可 以 无 解 . 
注 2 正则 广义 下 拷 的 最 优 停 时 为 =1. 这 可 由 引 理 5. 1. 1 
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立即 得 出 . 也 是 停 时 代 换 不 变性 的 一 个 必然 结果 . 具有 有 限 个 元 素 
的 广义 下 著 的 最 优 停 时 间 题 总 有 解 . 基于 这 一 点 ,为 保证 问题 有 
解 ,可 以 放宽 正则 性 要 求 , 即 3 整数 & 宕 1, 使 得 

ECZ-/ 8 PZ (as) 于 rh) EY rE A). 


这 个 条 件 比 正 则 性 条 件 要 弱 . 事实 上 , 易 证 ,对 Yk 志 ko, 有 ECZ:/ 
多 站) 之 Zi(a, 5s) 于 集 (r 宇 k) 上 . 然而 ,对 Y 之 如 ,不 能 证 明 ; 正 则 性 
条 件 成 立 . 


$5.2 最 大 广义 下 款 


在 上 一 节 已 知道 ;正则 广义 下 著 Z 有 最 优 停 时 7 =1. 而 非 正 
则 广义 下 蒜 Z 在 某 些 条 件 下 ,存在 着 e- 最 优 停 时 . 现在 ,要 借助 广 
义 下 革 的 特性 来 讨论 一 般 过 程 的 最 优 停 时 问题 . 这 里 ,最 大 广义 下 
著 将 起 着 特别 重要 的 作用 ., 符号 G4.( 多 . ) 表 示 广 义 适 应 随机 序列 
全 体 . | 
定义 5.2.1 设 Z=(Z,yn 之 DEGA(F.),£= (6,,n1)€E 
GA(F.). 著 

(1) EEGM,(P,2., ); 

(1) €<2,B 6,<2, Ca, s) n>]1); 

(11) 7<E (VY 7EGM.(P,F, ),7<2), 
则 称 € 为 关于 2 的 最 大 广义 下 炽 , 

条 件 A:3 rv, wu 所 0, 让 Eu 汪 > 一 0, 且 2, 之 wa.s)(Y nn 之 1). 

注 1 若 Z 满足 条 件 4, 则 说 Z 受 w 下 控 . 条 件 4 的 作用 在 于 
保证 相应 于 Z 的 正则 广义 下 园 类 是 非 室 的 . 这 是 因为 一 致 可 积 
必 正 则 . 显然 ,条 件 4 等 价 于 ;Elinf2,) 汪 一 oo 或 E (sup2Z。 )<o0. 

定理 5,2.1 车 Z 满足 条 件 4, 则 相对 于 Z 的 正则 广义 下 款 
存在 . ， 

证 设 人 2 为 Z 的 正则 广义 下 款 全 体 . 按 注 1, 人 2 是 非 空 的 . 
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令 
E 一 ess sup{7;7 € Zi), 
则 ff€E 人 ,从 而 ,定理 成 立 ， 
事实 上 ,对 Y orE.- 和 4， , 且 Plo&r)=1. 按 正则 性 ,有 
EM/F) 之 1(a.s) (VE 0) 
>E(./F,) 1a.s) (V7E V) 
SE(E./F,) Sess sup(N :7 € 2) 一 名 (a.s)， 
即 &EA. 显然 ,5<Z. 故 & 为 关于 2 的 最 大 正则 广义 下 转 . 
注 2 类 似 的 方法 也 可 以 作出 关于 Z 的 最 大 广义 下 著 ( 不 必 
正则 )， 
定理 5.2.2 设 2=(2,,n 之 1)EGA.(.,) 满 足 条 件 4.8 为 
关于 Z 的 最 大 正则 广义 下 著 , 则 具有 下 列 / 性 质 : 
(i) 6 =2Z.AEC + /F,) (as)(Ga 之 1) 
《ii limé, =limZ, (a. s)， 


证 首先 证 (i). 按 条 件 ,有 


PC 2Z, 人 E(é,1) /2.,)) 一 上 ， 
假如 Qi) 不 真 , 则 3 7 之 1 ;六 


P(e <Z, MECNn/F)) >0. C5.2-1) 
1,n€EB, 1 和 
记 交 co 一 人 EB Bi={hik>r}, Bs= {7)}, B=: hr). 


ec 一 上 Ta GD 十 QZ 人 EC /2 )7a Cn) 二 E/T, )Ta Cn). 
De m/e ) =E(é, nl +1) 
十 2 A ECn/F lst 1 
十 E(u/F Ts ln 十 D/F,) 
6 Ta Cn) 十 En/F, )In, Cn) 
十 EQ/ )Ta, Gr + D+E/S ,ls nt 1) 
>$,la Cn) 十 2 A EC i/ Fr) a, Cn) 
+ EQ/F ls (nN) = (Vn 1) 
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印 & 为 广义 下 加 .为 验证 & 的 正则 性 . 按 本 章 $ 1 注 2, 仅 需 验 证 
>r 的 情形 . 设 rE.- 和 4 , 则 
1] em 下 (6 /FF,) =E(é ow/F,) = E(w/ ,) 
一 1 天 (CE /了 ,) 之 1 一 lo6/ na, s). 

故 总 正则 ,从 而 ,2 E22. 然而 ,$f' <&. 于 是 ，. 

Zr A E(tn/F.) = €, ba.s). 
故 (5. 2-1) 式 与 此 式 矛 盾 , 即 (5. 2-D 式 不 成 立 . 

”下 证 Gi), 为 此 , 令 
: 6 一 ECinfiw,Z,/ 9.,), 
则 ECG/ ,) =E(infis Zi/F,) 
ECnfiyZi/F,) = ,a,s). 

即 “ 为 广义 下 黄 ,. 念 

各 一 E((linfrsn21) 人 c/F, (cc>0). 
则 和 f 为 一 致 可 积 下 蒜 , 且 受 两 个 一 致 可 积 巩 的 控制 ， 按 推论 4 3.2 
和 定理 4.3.1, 有 

E(C/F) Ea,s) (VorE Ht < (a, s)). 
按 单调 收敛 定理 ,得 
EL/F,) = limE (6/9,) > limt = LC,(a. ). 

这 表明 :5 是 正则 的 , 即 $E 2. 按 定 理 4. 6. 3(ii) ,并 注意 ;5<$, 有 

le 之 my 之 limE CinfeowZs/ ) 


>infi»,Zi (a. ,) (Y 六 六 1) 
一 lim 和 之 lim2Z,(a,s), 之 结论 (ii) 成 立 . 

定理 5.2.3 设 Z=(2Z,,n 宇 1) EGA,(.F. ) 满 足 条 件 4.6 为 

关于 2Z 的 最 大 正则 广义 下 著 , 令 
r =inf{n 宛 1:6, 宛 2Z, 一 einf{(O) = oo， 

则 是 2 的 6 最 优 停 时 (e 汪 0). 此 外 

Eé, = in{f{EZ.:T E HA,H P(r =1}(Yn> 1) 

证 先 证 c" EH 为 此 ,令吉 二 er (1 宇 1), 则 7 为 广义 轩 . 
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事实 上 ， 
二 +1 于 《rT' 全 n) 上 ， 
| maP = | PY AE 
注意 ,在 (r' 之 n) 上 , 且 <Zi. 按 定理 5. 2， 2, 有 
&, = 72, NE(é,r/F,) 
—é, = En/F,) (a.s) Fr >n) 上 


>») edP 一 | endP (AE TF,) 
A'lr >n) Alt > 


=| mdP 一 | 0.ndP (Y AE 外, 即 7 为 广义 加 
设 z 为 条 件 A 中 的 tv. 定义 j' 二 E(w/ ) ; 则 pr* 0， 
下 /jie 一 Fo 一 co, 且 
Ely /F,) SSNs) (Vn 之 1)， 
最 后 的 这 个 不 等 式 证 明 如 下 ;由 《的 最 大 性 知 : 
& E(u/F,) (a.s) 1 之 1) 
énr El/F ne) 
之 办 一 limE Mtm/ 多 由) 
limE(Ep* {Fatma )/F) 
=E(pye /,). 
按 定 理 4. 6. 4,7=limm Ca. s) 存 在 ,7 在 集 { 九 <co} 上 有 限 , 且 
mw/ 多 1) 才 (a. 8). 按 Tr' 之 定义 ， 
(rz 二 00) 守 信之 oo) 一 (7 之 00). 
于 是 ,7 于 集 (c 二 0) 上 (a.s) 有 限 ， 注意 
limé, == limzy， 于 (r = co) 上 ， 
故 im 和 一 lime， 于 (r* 二 co) 上 (a.s) 有 限 . 按 定理 5.2.2, 有 
Pr = co) =P({limé, SlimZ, — < limZ)* (r’ = co)) 
<P (limé, <limZ,) = 0. 
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故 = 为 有 限 停 时 , 即 r”"E- 和 . 
现在 证 明 := 为 Z 的 e 最 优 停 时 (e>0). 事实 上 ， 
rr €E AM>E = la, 8), 
按 & 的 正则 性 ,有 EC /F141) 之 (a.s), 另 一 方面 ， 
E(é:/F1) =EW/F) SN = (a,s) 
EC /91) = ba. s). 
按 rr” 之 定义 ,有 
E(Z /81) CEE /F1) +e = ++e 
EZ, > Et Et = Et > EZ —e (YrE MN). 
故 z' 为 2Z 的 e 最 优 停 时 . 
最 后 讨论 E&. 注意 . 
EZ. 之 ES 守 EZr —e (VrE MAM) . 
一 ES = in{{EZ;:Tt EM = int{EZ rE A "P(r 之 DD) =1). 
若 将 起 始 项 Zi 改 成 2,, 则 类 似 地 作法 可 得 
Eé, = inf{(EZ,..r €E NM ,Pl = 1). 
注 3 满足 条 件 4 的 Z 所 相应 的 最 大 正则 三 义 下 著 $ 具 有 如 
下 性 质 ,3 r”"E- ,使 得 
7 二 (和 ,nn 之 1) 为 广义 英 ,入 二 nr" 
注 4 满足 条 件 4 的 Z 之 e 最 优 停 时 问题 可 以 通过 找 相应 的 
最 大 正则 广义 下 黄 来 解决 , 有 两 个 途径 ,其 一 是 通过 关于 2 的 正 
则 广义 下 款 类 求 其 本 质 上 确 界 . 这 个 处 理 过 程 一 般 比 较 复杂 . 其 二 
是 通过 定理 5.2. 2 中 的 方程 构 作 4, 即 解 如 下 问题 
和 = 2, A En/F,) (Vn21), 
{i =limZ,(a.s).” | | 
由 此 提出 下 列 问题 ; 加 
GD 方程 (5;2-2) 的 解 是 否 唯 一 ? 
(ii) 方程 (56: 22 的 解 是 否 正则 ? .'，.: ， 
(iii) 如 何 由 方程 (5. 2-2) 找 出 Z. 的 最 天 正则 广义 下 靳 解 ? 
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令 册 二 Eu/ 了 0), 则 思考 2Z,(a.s)(Y n 宇 1). 因 0 之 uwE1L ,而 
知 4 为 正则 款 , 并 显然 满足 C5,2-2) 中 的 方程 , 但 一 般 不 满足 (5. 2- 
2) 中 的 条 件 . 以 后 会 讨论 定理 5. 2. 2 的 逆 问 题 . 

注 5 假定 ZEC4.( 史 . ) 为 一 个 可 观测 过 程 ,每 一 步 之 后 的 
输出 为 Br 一 (zi 9 之 2 9 ,i ) (累计 输出 ) 或 f(z,) ( 当 步 输出 )， 如 果 
将 & 当 作 某 种 损失 来 考虑 ,那么 我 们 希望 找到 一 个 停止 规则 r” 
E. 鼠 , 使 得 ; 

Egr' < Ege (VrE 7H). 

本 节 在 解决 关于 7Z 的 相应 问题 之 过 程 中 , 仅 要 求 Z 为 适应 序列 ， 
然而 ,g 也 是 适应 序列 ,因此 ,用 g 代替 Z, 本 节 的 构造 方法 仍 适 
用 . 如 果 观 测 过 程 Z 具有 Markov 性 , 则 最 优 停 时 问题 在 结构 上 必 
然 具 有 某 些 新 的 特性 , Markov 过 程 论 告诉 我 们 :在 适当 条 件 下 ， 
通过 增 维 处 理 可 将 非 齐 次 Markov 过 程 转化 成 齐 次 Markoy 过 
程 . 基于 这 一 点 . 以 后 侧重 详细 地 介绍 与 Markov 过 程 有 关 的 最 优 
停 时 问题. 


$ 5.3 最 优 停止 问题 ( 工 ) 


设 &=(&,, 久 ,,nEN)CN=={0,1,2,…,)) 为 定义 在 概率 空间 
(0,F,P,) 上 取 值 于 CE,E) 的 齐 次 Markov 链 CrxEE), 这 里 假定 
o- 代 数 含 中 每 个 单 点 集 , 而 
l, SC BE， 

0， 工 乞 了 3. 

即 是 说 ;此 齐 次 Markov 链 的 初始 分 布 集中 在 点 zEE. 本 节 讨论 
观测 过 程 为 齐 次 Markov 链 的 最 优 停 时 问题 . 关于 Markov 链 的 
知识 有 大 量 的 文献 可 供 参考 . 本 书 将 在 最 后 提供 一 个 够 用 的 简介 
以 方便 阅读 ， | 

前 面 讨论 相当 一 般 的 最 小 损失 问题 . 本 节 以 后 将 讨论 最 大 效 
益 问 题 . 但 本 质 没有 太 大 的 变化 ,只 是 广义 下 秽 被 代 之 以 广义 上 
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蒜 , 讨论 的 对 象 具 有 Markov 性 . 定义 下 列 常用 符号 : 
B= {g:g=g(7x) ,E 五 , 取 值 于 (一 coy,co], 且 G- 可 测 )}， 
-At 一 {r:r 为 停 时 , 旦 r 生 2) (rEN). 
-N==U-A"( 有 限 停 时 类 )， 
本 为 一 般 停 时 闫 
8(《$,) 表 示 时 刻 n 的 当 步 输出 . 常 称 g 为 目标 函数 ， 
Si,(x) = sup (Ee) :rE HA"). 
(xz) = limS, (zx). 
S(z) = sup{Eg(é,):T EE -GE 
A = {rE A Eg (6 <covzEF) (gE€B). 
Al ~ {rE -ET (é)<lYV TEE) (ge EB). 
g(é) = limglé,). 
以 后 称 函 数 5S, ,5S,S 为 g 的 报酬 函数 . 
定义 5.3.1 阁 矿 EAO', 且 
Sx) = Eg(é.) CY 7 EE), 
则 称 zt 为 类 -2" 中 的 最 优 停 时 (关于 g)， 
引 理 5.3.1 对 Y gEB, 及 nEN, 类 AUr 和 NA, 均 是 非 空 





证 让 7 二 0, 则 rEAOYCAH, 且 
Eg(é) = Ee(r)= g(r) >—o((Ve€B). 
—>r=0E€ A CC A. 

引 理 $.3.2 S,(zx)=sup{Bg(é) rE A ) (gEB,rEE), 

即 在 S,(z) 的 定义 中 将 -A" 改 成 si, 其 值 不 变 . 
SX) ,7) = sup{Erg(é):r € A). 
因此 ,此 引 理 等 价 于 :SCz)<S',(z) (Y xEE), 
设 zoEE,gE€B, 且 对 Y rEAV',E,g($.) 存 在 . 则 此 引 理 可 由 
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如 下 命题 推出 :对 Y rEY', ccE-", 使 得 

GD Eg(é) E28CE). 

(i) Eg- (€) < (VY rEE). 
事实 上 , (让 ) 成 立 表明 :gE€ -Ar, 而 (成 立 表明 ， 

S, (70) =sup {Es gC):r €E 6} 
<sup{E 8g(€):0 EA) 一 SCxzo)， 
设 rEAV', 若 Eg-(&.) 一 00, 则 按 引 理 5.3.1, 取 o 二 0, 必 使 
QD 和 (i) 满足. 现 假定 :Eg (6)<co, 定义 
owW) = rw)« lie 0=20}°* 
显然 ,由 {和 =z0) Eo 知 :o 为 停 时 , 且 o€ 0", 下 面 验证 o 满足 
要 求 (i) 和 (ii). 
Erg) =E, LE (gC )/F Oso + lz?)] 
=E, (g(é.)1e-11) 
=E, (g(é,)1e=0)) = Eg(é,). 
Eg ($) =E(g ($0)1ie=70) 十 ECg™ (&,) lx) 
[Eg 5)， 当 zx 一 加 时 
le- coD， 当 zx 关 如 时 
故 o 满 足 Q 和 (ii). 

注 1 因 r=0€EAO4CA, 因 此 , 按 上 述 引 理 , 当 Eg+($.)== 
co 时 ,规定 Eg (C$) 二 一 > 不 会 影响 5,《x) 和 SCz) 的 值 . 以 后 我 们 
不 再 说 明 ;Eg($.) 是 否 有 定义 ， 

定义 5.3.2 如 果 对 e 之 0,3 rt.€-7t, ,使 得 

SCr) ~ eBE,g(é.) (Vr EE) 
或 者 Erg (8.)—eSErg(é) (V IEE,rE A,), 
则 称 zt 为 g 的 一 个 (e,S)- 最 优 停 时 或 e- 最 优 停 时 . 而 称 m( 即 e= 
0) 为 g 的 C0,S)- 最 优 停 时 或 最 优 停 时 . 
定义 $.3.3 若 3 rEAs(e 之 0) ,使 得 


co(Y gEB,rEE), 
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SCz) 一 s< 委 EEC) (Vr €E), 
则 称 r 为 g 的 (e,5)- 最 优 停 时 ， 
注 2 当 e>0 时 ,(e,5)- 最 优 停 时 亦 为 (e,5)- 最 优 停 时 .但 反 
之 一 般 不 真 . 另 一 方面 , 当 二 0 时, (0,S)- 最 优 停 时 可 以 不 存在 ， 
但 (0,5)- 最 优 停 时 存在 .这 可 从 8 1 的 例 中 看 出 . 


$ 5.4 在 类 -4" 中 的 最 优 停 时 


本 节 讨 论 观 测 过 程 为 有 限 齐 次 Markov 链 的 最 优 停止 问 
题 . 定义 下 列 符号 : 

B={gE€B;,E,g (6)<co (¥ rEE))}. 

Q:Bi 一 R 之 映射 :Qeg (xXx) 二 g(zX)VTEg(x) (Y XEE,gEB). 

本 ;Bi 一 R 之 映射 :Tg (xz) 一 Eg ($1) (VY rEE,gEB). 

g(r)=g(7), 
or) QC g(r)) (VY 2 之 1)， 

引 理 5.4.1 Qa?=g(r)V TR Ig(zx) (V rEE,gEB,n 
之 1). 

证 显然 

T(g V Te)(r) 宇 Tg(7z), 即 TQg(z) 之 Tg(z) 
一 Q2g(z) = Qgr) VYV TQE (Zz) 
= (g(r)} VY Tg(z)) V TQg(x) = 8(7) V TRQg (Xx). 
采用 归纳 法 立即 得 所 要 的 结论 . 
引 理 5.4.2 
Eg (SA) (VV TEE,gEBrEA NnEN) 

证 按 上 节 注 1, 若 已 g(6) 不 存在 ,就 定义 它 为 一 ce. 在 这 种 
情形 下 , 引 理 自然 成 立 . 因此 ,可 以 假定 rE-As. 若 ? 一 0, 别 由 r 魏 
nn 知 :rz 一 0. 从 而 , 引 理 成 立 . 现在 考虑 1 之 0. 记 4 二 (r= 二 n), 则 

A= Nr < EF, 
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利用 这 一 事实 及 二 的 齐 次 Markov 性 ,得 
Ee(é,) =bE,g(é) (a 二 Lc) 
=E,.(g(éro 0)1ac + g(6,)13); 
El(g(§,)1a) =E(E(g(§,)1a/F ,1)) 
=E.(lak:, ,8($)) 
>Eg(é,) CE (en wv) V Te(éno 1,)) 
=E,Qg (Sr). 

令 o=r 人 Gn 一 1) ,81(7) 二 Qg(z), 则 cE.70i-1,g1€B. 同 理 可 得 
Eg1(€) < EQg (Ss) = EQg (tz) 
Eg(t) CEe(é,) < Eg(Sno») 

Eg(t) < EY'g(t) = g(r). 
引 理 5.4.3 设 g€B1, 有 
=in{0<AZn gt) = gE)} ,nf{G) = ceo， 
则 (GD o,€E A (Y n€EN); | 
(ii a(xr)=Eg(ts) (VY rEE). (VY n€EN). 
证 wm 为 停 时 是 显然 的 ， 又 
(gE) = g(6)) = 0 SH) = M0, € MA. 
gE BTg(r) > 一 co gx) 全 一 co 
(YEE). 一 QQ8g(Cz) > 一 co (Vx EE). 
按 引 理 5. 4.1, 有 
Q'g(z) 全 Tg(z) > 一 co (YE 五 ). 
若 结论 ii) 成立, 则 有 Eg (& )> 一 o2 (VY xEE). 从 而 ,0, EA 

剩 下 的 问题 就 是 证 明 Gii) 成 立 ， 

采用 归纳 法 , 当 n 二 0 时 ,(i 显 然 成 立 , 假定 Gi) 对 一 1 成 立 . 

下 面 证 它 对 n 亦 成 立 . 为 此 ,定义 平移 算 子 9.9(f(&,,… ,6,)) 二 

f Siti,* 9 mt+1) (Y nm 之 k), 则 

0, = 0(0, 1) ， 1 >0). 
利用 这 一 事实 及 JMarkov 性 ,可 得 
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Eg (ts) 一 形 (CgE(6)lo -0o) + Elg (ko 1c>o) 
一 无-(g(So)lo =-o) + Elo >o Es 8 (Ss,)) 
=E,(&'g(é,) 1 -=o) 十 El(lo >oFsQ (CD))， 

按 m 之 定义 ,g(6)<Q"g(C6) 于 (>>0) 上 . 按 引 理 5.4.1, 有 
'g(€) =85CG6) VYV TQ Tig) =TQ 6) 于 (om > 0) 上 . 

综 上 分 析 , 最 后 得 

Eg (és) =E gb) 0 + lo,>0R'8 (60)) 
一 FLQe (So) = gr). 

定理 5.4.1 设 g€EBi, 则 对 Y nEN 及 xzEE, 有 

(1) Sx)="g (7); 

(i) S,Cr)=g lr) VTS, C7); 

Gii) S,(x) 二 Eg(&.:), 其 中 

rt = mn{0O<Zk 人 ns) = £0)), 

EAVi, 且 为 最 优 停 时 ; 

(iv) A = A (0MEn) YY Eg (6 二 co (0ChEn rE 
EE) 时 . 

证 按 引 理 5.4,2 和 5.4.3, 得 

Q'g(z) =Eg(é, ) 
=sup{Eg(é) :rT €E A) = 5,(7)=> (i). 

按 引 理 5. 4, 1 及 结论 Gi), 立 即 可 得 结论 Gi)， 

按 引 理 5. 4. 3 及 结论 GD) ,立即 可 得 结论 Gii). 

剩 下 结论 (iv) 需 要 证 明 , 为 此 , 设 rE-A”", 则 


Er (6) 一 >》 已 (Cg (6)1ccn) 
k=0 . 


< Ee (é&) <oo 
k=0 
>r € MA A CA iv). 
注 1 令 风 ={xELE:S (7) 二 g(xz)) (< 和) , 则 在 定理 
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5.4. 1 中 的 最 优 停 时 可 借助 于 栈 表 示 如 下 : 
m=min(0<khSn,t EDN). 
区 二 表明 ;观测 过 程 在 时 刻 n 必 停 止 . 而 TT 表示 观测 过 程 的 停 
止 域 . 自然 ,G 一 ENT 表示 观测 过 程 的 继续 域 , 按 引 理 5. 4. 1, 继 
续 观 测 域 C 具有 如 下 结构 ; 
C= GC 1 = (rE E:S(7) > gC7)} 3" 
C= {rE ES(r)> g(r))}. 
从 此 表示 中 可 以 看 出 报酬 函数 S; 随 《增加 而 增加 . 现在 , 设 六 二 
(2,0 二 kn)CE , 即 每 个 并 为 2 中 的 可 测 子 集 ,定义 停 时 : 
trm 一 min{0 kn EM) ,min(G} =n. 
则 trmEA; 邻 
Sm 一 frE-Arir 一 rm 其 中 六 CCG)， 
则 Su(Z) = sup{Eg (Ss):r ES 
这 就 给 出 了 最 优 停 时 间 题 的 另 一 种 表达 形式 . 
引 理 5.4.4 设 g€Bi, 且 Eg ($4)<co (0kn), 则 
(Sint) 0 RESn) E GM(P,,F.,) (Vr € EF), 
即 (S。4(6D ,0<k<<n) 关 于 P; 为 广义 上 著 (Y XEE)， 
证 按 定理 5.4.1(ii)~(iv), 有 
Sn7) = Eg(é) >— 0% (0men), 
剩 下 的 问题 在 于 验证 上 摧 性 . 这 可 从 下 述 关系 中 得 到 证 实 
ES Grd Sr) /Fr) 一 民 S ti) 
一 Tt-1(Se) 委 Se(CeG)(mnodP DCV rEE) 
( 按 定理 5. 4 ] G1)). 
注 》 如 果 7 = 二 (Wm,0 寺 kn) EGM (PF.), Hg(é)Rn 
(modP,) (0 过 A 二 nn). 那么 是 否 有 
Se SCNhmodP) (0 ESE? 
这 个 问题 将 在 下 一 节 讨 论 ， 
下 面 介绍 一 种 所 谓 " 向 后 递归 原理 ”首先 定义 下 列 符号 . 
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{TE A ,NCTEn) = 1); 
Me = TE A Eg (L(V rE LE)); 
SnlX) = sup{Eg (é) :rT EE -At 
YunlX,w) = ess sup{E(g(E)/F,) :rT E -Ae"). 
定理 5.4.2 设 gE€EB, 则 对 Y 0m 入 n, 有 
GD Sat)=ES, ,EY rEE); 
2 0) Yan TW) Sab, (modP) CY rEE), 
” (i) 令 zt,=min{mekn:S, t=g8)) ,mid(G}=n, 
a) TEA 
(b) Er(g (E60 ) /Ti) = rw) (modP) YY rE LE); 
(C) Sn TI)=Eg(E,)(Y ZEE). 
证 设 0 为 平移 算 子 ,0” 为 m 步 平移 算 子 , 则 
fbim hEn) = fb ,6 ). 
然后 ,利用 & 的 齐 次 Markov 性 即 可 将 此 定理 转化 成 定理 5. 4. 1. 
注 3 上 述 定 理 表达 动态 规划 中 的 “向 后 递归 原理 ” 它 可 以 
作为 寻找 最 优 停止 规则 的 重要 手段 . 工作 流程 如 下 : 
第 一 步 , 在 7%" 中 解 最 优 停止 问题 , 因为 它 只 含 -- 个 元 素 = 
二 n. 因此 ,r==n 即 为 最 优 停 时 . 于 是 
、 SCZ) = Eg(é,). 
第 二 步 , 在 类 Ai! 中 解 同一 问题 . 令 
本 —1, g(6,.) 之 El(g(t,)/F,), 
la, gE < Elg(E) /Fn). 
则 
Erg(ér ) =E(g(E, 3) le ,nD) + ECg (6,) lor,, 
=E,Qg(é,.1) 一 五 So-D(e 1) 
一 Suv(Cz) 《〈 按 定理 5.4. 2) 
由 此 即 知 :mo 为 最 优 停 时 . 
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第 三 步 ,重复 第 二 步 中 的 处 理 方法 . 便 可 一 步 一 步 地 作出 最 优 
停 时 列 ;z zp… ,区 ,最 后 的 区 即 为 (0,5,)- 最 优 停 时 ， 
例 5.4.1 挑选 秘书 问题 .… 
这 个 问题 的 目标 在 于 从 2 个 对 象 中 选 出 最 好 的 秘书 . 作 下 列 
假设 ， 
(1 7)72 个 对 象 按 品 质 好 坏 编 号 为 1,2,……, “1 代表 最 好 的 . 
(1 ) 4 个 对 象 在 时 刻 1,2,… ,x 内 以 一 个 随机 序列 独立 到 达 . 
这 个 对 象 的 排列 是 等 可 能 的 . 
《KE ) 任意 两 个 对 象 必 有 一 个 比 男 一 个 好 ,即使 不 知道 他 们 的 
编号 , 
CN ) 在 知道 某 个 有 序号 的 对 象 之 后 ,要 么 拒绝 (但 不 能 重 
置 ) ,要么 接受 (挑选 过 程 终止 ).. 
”在 上 述 假设 下 ,要 考虑 的 问题 是 :以 最 大 概率 选 出 最 好 的 对 
象 .下 面 首先 给 出 这 个 问题 的 数学 模型 , 设 
一 {ow:w 一 (ws 0 ) Wk EE N,,k E€ N, ,ow wD) } y 
N, 一 人 1 2 
显然 ,0 中 及! 个 元 素 . 按 假设 (1), 可 在 Q 上 定义 概率 分 布 
P({w)) = 让 (w € 0); 
上 1， ww 过 Wk 
Yi(w) = Zl) ,其 中 Ti(w) = 下 w > wh. 
Fi = oY YN) (EN : 
变 且 Y(w) 表 示 在 样本 w 的 分 量 中 前 4 一 1 个 的 品质 有 《YCw) 一 
了) 个 比 第 个 好 , 即 是 说 到 时 刻 &, 有 & 个 应 征 者 , 比 第 个 好 的 有 
(到 一 1) 个 ， 
命题 5.4.1 PC(Yt(w) 一 1 一 二 (Y 1<i<k<o)， 


证 令 信 一 {Yi() 一 站, 则 EN 凡 =GG# 访 , 且 Q= 昌 内 
设 上 态 上 表 示 hi 中 元 素 个 数 , 则 此 命题 等 价 于 
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1s = 1 ei,je). 

不 失 一 般 性 ,证 明 : A 有 = 上 A (2<&&). 

设 woE4, 则 w>w(CVY 1Sih 一 ]), 设 iolw) ENi-1, 且 满足 
要 求 :wj 之 wi cw (vy JE 和 Ni- 定义 映射 : 

WW J 二 1， 
Plisk,w;)) -i J 一 人 A， (w € 人 2 EN,). 
w，j 关 i 或 上 

令 wj 一 Yio( 四 ,kw 门 (jEND), 则 ww EL 设 w,w€EAM, 且 w 关 
书 令 

wj = Hi ks wo; ,wj = Kio kw)) ( EN,). 
则 wi! of E4, 且 易 证 :oa vw , 

”上 述 分 析 表 明 ; 太志 级 1, 利 用 映射 9 做 同样 的 分 析 

即 可 证 明 : 4 有志 上 妨 上 上. 故 1 = 上 组 上 . 

命题 5.4.2 Y 王 (1 委 4 委 ”) 为 独立 非 齐 次 Markov 链 . 

证 设 iEN, 注意 ,171==1})==0. 于 是 ， 

POY,=i,l SLESL) = PO =i,2 SLICE), 
假如 :z 委 2, 则 利用 命题 5. 4. 1 之 证 明 中 构 作 映射 的 办 法 可 以 推 
出 : 
POY, =1,Y =i,3L Rk) 
一 Ps = 2 =i,3E!lSE) 
>P(Ys =isY = 3/ QL) 


= 二 PC =i,3 LS 
= 一 PC =1)* POY, = 213 魏 !/ 委 7 
下 
之 PC =i,l LE = IPOY,= i)5, 4-1). 
t [一 1 


如 果 有 某 2. 则 {Y==i} 为 不 可 能 事件 . 从 而 ,(5. 4-1) 式 仍 成 立 . 
综合 起 来 即 得 结论 :Y 是 独立 的 ,独立 序列 必 为 Markov 链 , 按 命 
题 5.4. 1， 
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Pr = 划一 二 让 =P(Y)=i)) 4) 
其 中 PSP 于 是 ,7 是 非 齐 次 的 . 
命题 5.4.3 设 加 为 取 整 数值 的 r.v. 上 县 独立 于 了 ;二 十， 


Y=0 (VY A< 0)， 令 名 一 (NY) = (1 SLEN) ,= (Nh, 


了 ,7), 则 关于 ( 宛 . ) 为 齐 次 Markov 链 ( 二 维 的 ). 
证 利用 独立 性 , 易 证 上 的 Markov 性 ,下 证 齐 次 性 , 设 4= 
Qu2) v= Vi v2) ,tv EN, XN,, 则 
Pléirr =u/t = v) = Pn 
= YY = /R= VY = vv) 
=POn = /WN = PO = us/Y,, = v2) 
PlYu ti = t2), 当 击 = 二 十 1 时， 

心 否则 . 

此 结果 的 右边 与 无关 . 这 表明 ;$$ 具有 齐 次 性 . 


k 
. ”一 9 Y 一 ]， 
命题 5.4.4 zoneo-Paruton| 2 
0， Y>1, 


证 显然 ,{(e=1}C{Y,=1). 因 此 ， 


PlY', = 1) 
_P(w = 1) _k 
”PCY = 1) 7 “ 


注意 ,lw=1)n(Z>1= 攻 ,PCG>D= 生 1>0. 因 此 ， 


__ (一 1 Di) 
Plw = 1/Y > 1) -py 一 0， 
按 假设 C1), {ww 二 1) 独立 于 {Y/ 二 i (Y LEN41). 故 
Plw, = 1/%7) = Plw, = 1/Y). 
命题 5.4.5 设 g($)=P.(=1/ 宛 i) (VY kEN,), 其 中 z 为 
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命题 5. 4. 3 中 的 二 维 齐 次 Markov 链 & 的 初始 状态 , 若 = 一 (1,1)， 
则 

GD gD)=Pu=1/F0) NkEN); 

(i) Plw.=1)=E.g(t.) (VY rE,), 其 中 


7 一 {r:r 为 取 值 于 NN, 的 ( 实 . ) 时 }. 
证 由 z==(1, 了 DD) 知 : 思 =1, 从 而 ,=0,( 多 ,)=( 多 ,),P,= 
Pr 评 为 (了 F.) 时 , 故 . | 
Pom = 1/F) = P= 1/Y) = Pe = 1/$) = ee 
Pu 一 1) = P.(w= 1)= EE.(lw 1/S.) 一 Eg(é). 
这 里 用 到 lu -在 P. 下 独立 于 :1 志 /<k 一 1) 这 一 事实 ， 
注 如 果 Z 天 (1,1) ,上述 命题 不 必 成 立 . 
现在 ,我 们 可 以 叙述 相应 的 最 优 停止 问题 , 设 g (z)(z€N,X 
N,) 为 目标 函数 , 作为 观测 过 程 , 则 最 优 停 时 ~ 满足 如 下 关系 : 
天 abg(6) 一 sup{Eavg(é.) :TET,). 
按 命题 5. 4. 5, 此 式 的 等 价 形式 为 
Plw: = 1) = sup{(Plw = 1):7 € 3,). 
这 里 Plwr: 二 1) 正 是 需要 找 的 概率 . 现 将 此 表述 标准 化 . 令 X= 
6 则 7 一 (0<A<2 一 1) 为 齐 次 Markov 链 ,起 始 时 刻 为 0. 目 
标 函 数 为 g(z). 按 定 理 5.4.1 和 5.4.2, 有 
Si) 一 gz) VTS kz) (VzEJN XN.)， 
TS :AD =Eoa,w (S21) /7 
=Ea, DO 2- sXeri) (7 关于 Pu, 1> 独立 》 


*& 二 2 


一 > 5,2 i(k + 2 PYiz = i) 
i=] 


1 二 十 2 
一 十 2 二 0 十 2;1) 


人 十 2 
SH = gh + 1 V ETE2 SG), 
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其 中 SD(y) AS -十 1,y). 
令 m= 二 上 十 1, 则 可 得 如 下 向 后 递归 方程 


mt+1 
Sy) = gOn,y) V 页 十 I DS St i) ((n,y) 
i=1 





E€ N, x N,); (5. 
1， J 一 1， 
SoD 一 ， ic N, . 5, 
(y) En y) 一 0, y>1. (yEN,), (5 
命题 5.4.6 设 n' 二 m1 (nn) 二 nn 电 下 式 确定 ， 
$1 1< "57 1 (5. 
天 一 有 一 1 大 一 站 一 1 
则 SH(1) 一 Sy J € N,,k € N,* -1)， 
全 ， JJ 一 1， 
Sm(y) = ， (mn nn 1). 
aD ， 3 之 1 
2? = 一 1 k 


证 按 (5.4- jG 4-3) 式 ,有 ， 
Sn) -go 一 1 ,DVI 2 G) 


=g(n— 1,DVE = 一 1, (5; 


n 
SH0O) =gl — 1,DVL DS" 
/ 2 


=g(n— 1 Vi 


= -2—1.— 1 1G>D, (5 


也 n n 


按 (5.4-2) 和 (5. 4-5) 式 及 (5. 4-6) 式 ,得 
. 机 “ - #—1 
SP) =g —2,D) Voi SP 0) 








i=1 
_n—2 1 /nl ,nn—2\\_n—2 
~ v (a n 十 nl )) n 
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4-2) 


4-3) 


4-4) 


4-5) 


4-6) 


9 


§ 


So-2( 力 =g(n—2,))V be 7 + 


他 


| 


n—] 








7 7 7 n—1 ?1 一 2 
. (> 1), 
按 此 方式 后 归 至 mm 一 1, 刚 得 
So"-D(1) =—g(m" _ 1,1) V 让 2s") 
i=1 
1 1 
ra . (5. 4-7) 
So -LD()) =gGn*" 一 1,7) V or Sse ) (7) 
1 ”一 1 1 
=— 2 0>1). (5. 4-8) 
二 一 Me-1 


按 (5. 4-4),(5. 4-7) 和 (5. 4- 8) 式 ， 可 得 出 


SC” -DD(1) 一 So -D0)) 0 € N,); 
SOD 一 Se GE Nk € Ns). 


n—l 


命题 5.4.7 Pl 一 D=Eawg(&) 一 全 一 2 二 ,其 
中 和 产 " 由 (5， 4-4) 式 决定 
rt™" =mintm’ Smen:Y, = 1}).min() =n. 
证 按 定理 5.4. 1, 最 优 停 时 r* 为 


rz = min(m €E NSM(Y,) = g(é,)}. 
按 命题 5, 4.6, 有 | 


k=m" —l 


>» 当 闵 之 六 时 ， 
So) 


> 一 ， 当 mr 过 m' 时 ， 


SW(y) >OlY (m,y) EN,., XN,). 
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Sy) = gy). (7 EN,). 


按 g 的 定义 ,有 
性 4 一 1， 
gm,y) 一 人 于 (Y (py) € N, x N,). 
0， yy1. | 
于 是 ,r* 的 表示 可 转化 为 


t™” =mn(m’ nnY, = 1).mn(G)=n 


月 一 下 
>Eave(é) = ES“ (1) = 一 2 去 : 
k= " ~—1 


命题 5.4.8 Pow. =1) 一 一 工 . 


1 一 ”CO € 


证 按 (5,4-4) 式 及 积分 求 和 公式 可 知 
m1* (n) ~ 三 当 n 人 co 时, 
按 命题 5. 4.7, 即 得 这 里 的 结论 


$ 5.5 过 剩 函数 与 最 小 过 剩 主 部 


前 一 节 讨 论 观 测 过 程 为 有 限 齐 次 Markov 链 $. 现在 考虑 可 列 
的 情形 , 设 目 标 函 数 为 g, 则 对 YaceN' 最 优 报酬 函数 
Suz) 一 Qg(z), 且 

Su(Cz) = g(r) VTS-:(Z) ( 见 定理 5. 4. 1)， 

如 果 让 >co, 最 优 停止 理论 如 何 展开 ? 本 节 就 讨论 这 个 问题 , 在 
8 5. 2 中 ,一 般 问 题 涉及 到 最 大 广义 下 擂 . 相反 ,本 节 将 涉及 最 小 
广义 上 著 ， 

定义 5.5,1 设 fEB. 若 Tf (x) 一 Ef (61) 对 VY zEE 有 定 
广 , 且 Tf(z) 所 fCx)(Y xEE), 则 称 了 为 关于 & 的 过 剩 函 数 . 

”定义 5.5.2 设 fEB 为 过 剩 函 数 ,g€B. 若 
g(r) fT) (Vr EE), 
则 称 f 为 .g 的 过 剩 主 部 . 若 对 g 的 任意 过 剩 主 部 还 有 f(z) 志 
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xz)CY ZEE), 则 称 了 为 5 的 最 小 过 剩 主 部 . 

如 果 ECsupf*($,))<oo(Y xEE), 
则 说 满足 “条 件 A*”, 

如 果 五 . 广 (<)<co(V XEE), 其 中 f(s) =limfC, )， 
则 说 了 满足 “条件 <c-” 

定义 下 列 符号 : | 

B+ 一 {g€B:g 满足 条 件 4+},B- 一 B-UB+， 
BC-)=(gEB:g 满足 条 件 a-). 

显然 ,常数 为 过 剩 函 数 , 下 面 讨论 过 剩 函数 的 主要 性 质 ， 

P.1 若 f,g 为 非 负 过剩 函 数 ,a .6 为 非 负 实数 , 则 af 十 bg 亦 
为 过 和 猎 函 数 . 

P.2 车 (Jf,,n 之 1) 为 B, 中 的 非 降 过 剩 函数 列 , 则 极限 f(x) 
二 limf,《x) 亦 为 过 剩 函 数 . 

事实 上 ， -<Th (Ef EB. 注意 f(x) 志 f,(x). 
按 单调 收敛 定理 ,有 

TL, limf, (Xx)) 一 limT, (zx) < limf, (XY r+ EE). 
按 定义 5. 5.1， 极限 了 为 过 剩 卫 数 . 

P. 3 ” 设 f 为 过 剩 函 数 , 自 E./(&,) 二 oo (YnEN), 则 
(f(§,),F,,nEN) 为 关于 Pi 的 广义 上 鞠 (Y xEE). 

事实 上 , 按 & 的 齐 次 Markov 性 ,对 Y xzE ,有 

E, (fbn)/F, ) =E;:(f (£0) /6&,) 
=Es f(§) < f(&,) modP.,). 
P.4 设 JEE-, 且 为 过 剩 函数 . 令 
fz) =T"f(x) = EfE), To 一 全 TI 

则 (Am 人 1 为 过 剩 函 数列 , 且 对 VY ZE 已 ， Cf, Cy mn 之 1 香油 不 
增 ， 

事实 上 , 按 & 的 齐 次 Markov 性 ,有 

Ef (é,) =EE(f(E,)/F ,1) 
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=LE.E: _f(6) = ETf(é,1) 
E/E,) = T"f(z). 
按 条 件 ,TAGz) 入 Arz). 两边 连续 作用 算 子 了 ,得 
TD ST" ff, 
).5 车 ,gE B,, 且 为 过 剩 访 数 , 则 “4 eeE Bi, 且 为 过 璋 了 
于 实 上 , 令 A4=fA 人 5, 则 
I C(x) = f(r) Vg (7) 
Eh (人 EEf (0) + Eg (&) < >h € BB. 
显然 ,有 下 列 关 系 成 立 ， 
EE) EEFE) A Eg(t) = Tr) ATrgCr) 
f(r) A gr) 
TNT) SN) (Vr €E LE), 
P,6 如 果 过 剩 函 数 了 满足 条 件 ， 
supE.f” (6 人) oY rE LE), 
则 极限 f(&。》 =limf(é, ) (modP, ) 存 在 ， 县 (modP:.) 有 限 或 十 co， 
事实 上 , 按 P. 3, (Fe )nEN) 关 于 P,; 为 广义 上 著 , 按 定理 
4. 6.2, 结 论 真 . 
注 ”如果 3 7EL' (0,. 了 ,DP,)(Y xE) ,使 得 
f (86) E00/F,) modP (Vx EEnEN), 
则 必 有 supE. 广 (&) 之 oo(Y xE E). 这 里 给 出 的 条 件 表明 ， 
(FED naEN) 受 一 个 一 致 可 积 款 的 下 控 . 
P.7 若 JEB-, 且 为 过 剩 函数 , 则 对 Y 停 时 o 和 r,tr 写 
aftmodP.)(CVY xEk), 有 
El(f (8)/F,) SfE) (modP)Y x € E). 
吉 实 上 ,( 一 A 人 ,),nE NN) 满 足 定 理 4,6.,5 的 要 求 . 这 是 按 P, 3 
和 本 性 质 的 假设 得 到 的 . 
P.8 设 过 剩 函 数 fEB-， 
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o=inf{n ENe € B},inf(@}) = 0 (BEC)， 
则 (xz) 二 Ef($,) 亦 为 过 条 函 数 ， 
事实 上 , 令 r=00, 其 中 60 为 一 步 平移 算 子 , 则 zr 亦 为 停 时 , 且 o 
入 r， 按 P, 7, 可 得 
Tfalzx) =E,Ee f(€,) = EElf (1)/F) 
=E.f(én) = EB.(f(E)/F,) 
E/E,) = felz). 
P.9 设 g€Bi,v 为 g 的 最 小 过 剩 主 部 , 则 
vr) = g(x)V Tv(x) (VY rE EE). 
事实 上 , 按 假设 ,有 gx) 寺 v(x) ,Tg(x) 志 Tv(x), 令 vi(7)= 
gr)VTv(z). 则 , | 
g(T) Eur), T(r) Sv (x), 
Vi(X) SVT) V Tyr) = v7) 
> — oTg(r) TY zr) CTYv(r) Cu) 
于 是 ,wv,.€ Bi,g (x) 亿 vi (zx), 且 wi 为 g 的 过 剩 函 数 . 按 % 的 最 小 
性 ,得 vr) 才 vi(x)(V XEB). 攻 v==w. 
P.10 设 g€EBi, 算 子 Q 定 义 如 下 : 
Qg(z) = gx) VY Tglx) (¥ x € EF), 
则 g 的 最 小 过 剩 主 部 ”为 
v(X) 一 limeeCz) (Y 工 生 匹 ). 
事实 上 , 按 引 理 5. 4 1, (GQg(z),zEN) 单 调 不 降 . 按 单调 收 
敛 定 理 , 有 了 Tv(x) 二 v(xzx). 因此 ,wv 为 g 的 过 剩 主 部 . 现 设 f 为 g 的 
任意 过 剩 主 部 , 即 gx) 人 f(r) ,Tf(x) 志 f(z). 则 
Qfx) = f(r) (VY x EE) 
fr) = fT g(r) vr) (VY rE BE), 
P.1] 设 gED, 算 子 Q 为 :Qg(z) 一 SUPT g(x),v 为 g 的 最 
小 过 剩 主 部 , 则 | 
v(x) = limtg(r) (V x € E). 
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事实 上 ,显然 有 Qa maxTg (zx), 于 是 
v(z) =limtYg (xz) >Q ez),. (VT EE) 


一 (xz) = Vx) > CQ a7) 
>v(7) 之 limQQ (7) 之 gr), 
采用 归纳 法 , 便 可 得 : 
va) Var) (VTE En EN)， 
按 引 之 定义 ,有 QegCx) 人 外 当 n 人 和 oo 时 , 且 个 gE€EB,. 
令 vi(z) =lim&'g (xz) , 则 vw 源 wi, 和 是 
Tu (x) 一 limTGg(z) 委 limQ egGr) =v (rx) (VY x € EE). 
即 vw 为 g 的 过 剩 主 部 , 按 w 的 最 小 性 ,得 v==vi. 
P.12 设 g€EB,f 为 g 的 过 剩 主 部 , 且 满 足 方程 
f(x) = gr V TH) (Vr EN). 
Sr = inf{n € N;,f(E,) SS ge,) 十 e)inf(O) 一 co (e > 0). 
若 对 茶园 定 的 zxEE, 有 f(x) 过 oo, 则 
Ezf (én) = f(r) (Yn € N). 
事实 上 , 按 条 件 , |f(z)|<<co, 由 Ef(&0) = 二 f(x) 可知 : 
Ef(&0)1c>0) 和 EE.《f( 人 $0)10-o)) 均 是 有 限 的 , 且 
f(x) = ECf (é0)1¢.>0) 十 E,(f (0)10=0). 
按 z 之 定义 ,fC50) 之 g( 人 0) 于 (tr>0) 上 ,于 是 , 按 假设 ， 
6 一 Te = EE /Fo Cr > 0) 上 . 
f(z) = Ef GO) Ef ) 10) 
=E,f (én.) = E,(f(é,)1o <n) 
二 十 EC(f(S)10>0) 一 ECf (Sznr)) = …。 
=E,f(én.). (Vn €N). 
P.13 - 设 g€Bt,v 为 g 的 最 小 过 剩 主 部 , 则 
limv(é,) = limg(é,) (modP,) (Y x € E). 
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令 zt 一 inf{n € N.v(é,) gt,) + e} ,inf{ BY 二 00,; 则 
P(t 00)=1 (Ye>0,r EE). 
事实 上 ,由 g(x) 入 v(x) 可 知 
limv(é,) > me (modP,) (VY x € E). 
下 证 反 向 关系 . 为 此 , 令 
= sup{g (i) :之 人 ,KZ) = Esp = E,(g,/F,). 
则 由 i Markov 性 知 
= HAE) ,EAS) <o0( 接 g € Br)， 
ECz) EEh = HT, 
THAX) 一 下 96) = Ep < Ep = HTY 
v(x) SHAT) (VYV TE E) 
>v(£) CH) = 
对 Y m<<n ,显然 , 有 
Ef/ ,) Eg/F)= 守 vé,). (modP.,) 
> limE.(n/ ,) 之 limv(é,) (modP:) (Vm € N,x € EE). 
按 g€Bt,(E,(fn/Y ,) JS) 关于 三. 为 广义 蒜 CY mEN,XE 
请 ) ,及 定理 4 6.3( 广 义 Levy 定理 ), 有 
limE (fa/ 1) (modP: ) 存 在 , 且 
limE. Sn/ ,) EECpn/F ow) = Yn modP,) 


一 limv (&,) 魏 lim ,= Jimg(é,), 

故 命 题 的 第 一 个 结论 成 立 . . 

命题 中 的 第 二 结论 等 价 于 证 明 | 

P.(4)=0(Y xEE), 其 中 A4A= 《r 一 co). 
按 gEB+ ,有 

卫 .( 一 co 到 limg&,) <o0)=1(YrELE). 
按 本 命题 的 第 一 结论 ,有 
PClimv(é,) 之 limg (&,) 十 二 0. 即 P(A)==0. 
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P.14 设 g&€B. 并 定义 算 子 G 和 @?; 
Gf(r) = fT GFT) = gr) VYV TH) (f €E Br € EE). 
若 gE€EBt,qXA7T) 一 Elsupg($,)), 则 对 Y zE 五 ,有 
G0) CGI9zDS 和 CCz) (VY n€EN). 
(i) vr)=g(x) VT v(x), v(x)=limG'plz). 
Gii) limd(é,) =limg(é,) (modP.)， 
事实 上 , 按 G,Pp 之 定义 ,有 
CUZ) =g(r) VY TA) = £(7) V E,kEe (supg(é¢,)) 
=E(g(é0)) VE (SUPE(S,)) 
Ege(é) V supg($,)) = g(x) 
全 Crpz) CHAz) GHz CGO). (Fn € N), 
即 (G"glx),nEN) 单 调 不 增 ,此 即 结 论 (). 
“gs 67 表明: Ty(z)<<co(Y xEE). 按 G 之 定义 ,有 
Ctigx) = gr) V TC 7). 
按 单调 收敛 定理 ,可 推出 
v (x) =limG"p(x) = g(x) V limTG’~ig(x) 
=g(z) V TY (x) (VY z € BE). =>ii). 
由 Gi) 知 ,fimv($,) 之 limg(&,)., 另 一 方面 ,又 有 
v (6,) < Ge, ) 过 HAE) RE, (supg ($7))/F, y (VY mn) 


> limv (&,) 扫 limgé, ) (modP,)=> i1), 


Ho 


P.15 设 r=inf{tzaEN:U() 雪 g(6 )+e}, inf{ {Yiote> 
0), 其 中 5 按 上 面 的 P. 14 定义 , 则 
GD VIEEvEr), P(t) =1(Y rEE) (gEB'); 
(i) Zr) =E.v( 和 fi) SOT) UT rEE) (gE B+), . 
其 中 v 为 .g 的 最 小 过 剩 主 部 . 
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著 实 上 , 按 P, 14,z 为 g 的 过 剩 主 部 . 按 P, 12, 有 
v (x) =E.v CAz ) 
=E,(V (Sr 1 son) + BD (1m) (Vn € N). 
类 似 于 了 .13 中 的 处 理 方式 便 可 得 P.(rze<co) 一 1, 显然 , 按 P.14. 
Ev (GD)1cz no) < Er(supg™ (E10r mh)， 
于 是 , 按 gE B+ ,Fatou 引 理 及 单调 收敛 定 理 , 可 得 ， 
v (7) < limE,(v (Sr DTce<o) 
十 limE,(supg™ (名 )1cz >m) 
EV (6 ) .一 (iD， 
&EB- + 表明 :gE-. 类 似 地 证 明 可 得 
7 (+) > Ev (br.). 
由 于 gE€EB+,, 此 反 向 关系 亦 成 立 . 故 
v(x) = Et (f+) (V x € FE). 
按 zt, 的 有 限 性 ,wv 的 过 剩 性 及 了 P, 7, 得 
3 (7) 一 ET (ér) CEg(ér)+e 
Ewv(ér) + eSvr) te. (Ve>0). 
=>7 (x) Sv). 
按 P.14,v 为 g 的 过 剩 主 部 而 v 为 g 的 最 小 过 剩 主 部 , 故 v=v, 二 
(ii). 
注 P. 15(1) 表 明 ,; 当 gE€Bt 时 ;vv 不 一 定 为 g 的 最 小 过 剩 主 
部 . 但 * 和 5 均 满足 如 下 方程 : 
向 =g(z)V TI(z) (Y x EE); 
limf€é,) = limg(é,) (modP,) YE E), 
即 是 说 :上 述 方 程 当 gE€ B+ 时 不 必 有 唯一 解 ( 下 一 节 有 一 个 例 将 
证 实 这 一 点 ), 但 P, 15(ii) 表 明 当 gEB 时 ,方程 (5.5-1) 有 唯一 
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- (5. 5-1) 


定理 5.5.1 设 g€B-, 则 
GD 报酬 函数 SCz) 是 & 的 最 小 过 剩 主 部 ; 
《ii) 两 种 报酬 函数 S 和 5 一 致 , 即 5S=5， 
Gii) S 满足 方程 (5. 5-1); 
Civ) SG 一 limQ'sg(z) 一 limlimQ'g” (7). (Y XEL), 
其 中 gw(z) 一 SECz) AD 
(Vv) 当 gEB 时 ,有 SCx)=EiS (CS.)SEsg(é) te. (VY rE 
E). (VY e>0),， 
其 中 = inf{n € N;S(&,) < g (6) +e) ,inf{G} = 0%. 
P(t < oo0)=1 (Ve>0,r EE). 
证 首先 考虑 gE 8B8-'+ 的 情形 . 按 P.10, 有 
v(Zz) = lim&"g (xz) (VY rEE). 
且 wv 为 g 的 最 小 过 剩 主 部 . 按 P.7, 有 
VX) Ev Eg) (VTE A,,r EE) 
Sv(x) sup{Bg(t) :rE -Ge = 5S(7) 57). 
按 P.15(ii), 有 
vz) 一 天 or ) < Eg(ér) + eS(r) 十 e， 
其 中 r, 按 P. 15 中 定义 ,综合 起 来 ,得 
Sr) Sr) Sv) CSr) te (Ve>0,r EE) 
>S(r) = Sr) = vr) (Vr EE). 
这 表明 :5S 和 S 具有 w 的 所 有 特性 . 因此 ,te 二 Tt6. 故 当 gE€B-'+ 时 ， 
定理 中 的 所 有 结论 成 立 . 
现在 设 gEB-, 则 对 VY 5 宇 0,g 中 EBT'+, 让 wv 亿 为 g 人 的 最 小 
过 剩 主 部 , 则 v@ ,2 兰 0, 单 调 非 降 . 令 
v" (7X) = limv® (x), 
则 由 g€B- 及 单调 收敛 定理 可 知 


Tv (zx) = limTv® (Xx) 过 limv® (xX) = v" (Xx), 
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显然 ,g 生 v. 故 习 为 的 过 剩 主 询 ， 设 f 为 g 的 任意 过 剩 主 部 ， 
自然 也 为 g 中 的 过 剩 主 部 . 因此 
f(x) Qe 本 fx) = AF) gr) 
/0) vO) v(x). 

放 v 为 g 的 最 小 过 利 主 部 , 则 v* 一 w 从 而 ,有 

v(X) 一 lim lnQg™ (XT) UT) = limw (x). 
按 前 一 步 之 证 ,有 

SO(z) 一 oz 二 SCz) 一 oz) = v7). 
按 单调 收敛 定理 ,有 

Eg(t.) = limE.g™ Cé.) (Yr 和 .2,) 
>S(7x) = limS° (XT) 一 limS% (x) = 5* (xr), 
SC = limS oz) = SS" (rT) 


一 一 9. 按 了 . 16 后 之 注 ,3 S 满足 方程 (5. 5-1).… 
定理 5. 5.2 设 sEB- ,vw 为 g 的 最 小 过 剩 主 部 ， 
=inf(n € Nv ) gt,) + e) ,nf (GC)} = 00, Ce > 0). 
y 
(iD 二 为 了 的 (e,S)- 最 优 停 时 (e>>0); 
(i) nm 为 g 的 (0,S)- 最 优 停 时 ; 
(ii) 当 wEA 时 ,zo 为 (0,S)- 最 优 停 时 ; 
(iv) 当 状 态 空间 有 限时 ,zw 为 (0,5)- 最 优 停 时 . 
证 按 P.15G) ,P(r<o0)==1(e>>0,xEE). 按 定理 5.5.1， 
rt 为 g 的 (e,5)- 最 优 停 时 (e 二 0). 这 就 得 GD， 
按 P.7, 有 (wv 为 g 的 最 小 过 剩 主 部 》 
v(X) 过 pe Cg E B+). 
按 P.13 及 mm 之 定义 ,有 
0(S) =E (vs ) oc) + ECv(ér ) leo)) 
一 ECg( lo cm) 十 Cg GE B') 
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=E,g(é,). 

按 定理 5. 5. 1 人 一 (ii) ,得 

SCz) 一 SCz) =v(7) < Eg(é,). 
于 是 ,定理 5. 5.1 中 的 (ii 和 (iiD 成 立 , 

最 后 考虑 下 为 有 限 状 态 空 间 的 情形 , 设 

T= {rEE.vr) < 二 grCz) 十 e)， 
则 (Pse 兰 0) 具有 下 列 性 质 ; PCPsPy Po e >>0, 使 得 当 0<e 
三 e 时 ,T= 二 了 .事实 上 ,车 不 然 , 即 es 六 0 不 存在 . 于 是 ,可 选 ee 
>0 及 xz ED ,使 得 ?el To. 再 选 0<<es<<ei 及 Xe, E Te\{xe } ,使 
得 rz 人 To 这样 就 可 构 作 一 个 点 列 (zrs ,ADC 重奖 
G 天 A) 这 表明 : 巨 不 是 有 限 的 ). 于 是 ,re 一 m(0 委 e 过 se ). 故 按 定理 
5.5.1(v), 有 

Pr 一 rz<co) 一 1C(YzEE0O<es 委 ee)， 
按 本 定理 的 结论 Giii) ,得 
SCr) = Eg($.) (VY x € E).=>(iv), 


35.6 例 


例 5.6.1 随机 游 动 的 最 优 停止 问题 . 
设 (7 为 独立 同 分 布 的 r.v, 列 ， ; 且 POW=1)=p,P (n= 
一 1)==q, 这 里 2 十 "一 1. 状态 空间 =={0, 土 1 , 土 2,…). 和 为 取 值 


于 太 , 且 独立 于 7 的 rv. cp} 办 十 (1 宇 1,7, 二 0( 和 ,人 1,.， 
和 (nEN). 则 &=(&,),en 为 (Q, 记 ,PP) 上 的 适应 于 (7,) 的 齐 次 
Markov 链 ,这 里 了 ==oCU 多 ,), 并 以 (E,S) 为 状态 空间 ,其 中 
全 表示 记 中 一 切 子 集 之 全 体 . 概率 已 . 由 的 转移 概率 作 集 中 在 点 
XEEE 的 初始 分 布 所 决定 . 
目标 函数 g:g(r)==xt (VY xE). 显然 ,gEB"， 
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命题 5.6.1 若 )>dq, 则 SGz) 三 co, 且 (0,S)- 最 优 停 时 mo= 


证 Tg(zx)=E,.(r+n)t=(r+l)tpt(r—1l)ta>rt(V zr 
EE). 
Qg(T) = g(T)V Tg(z) = Tg(z); 
Cg(r) = Tg(x) 一 下 6 
SCz) 一 limQ'g(Cz) 一 limE.é» . 


车 p>q, 则 
Est >Eék,=7r+n' PC 一 9g) 一 一 cr co， 
若 p=9, 则 
Eft = Dk ve 一人. 
k=1 
P,(é, = hk) . 
1 nl 当 nn 十 下 一 TX 


0， 当 十 & 一 工 为 奇数 时 ， 
(—nk— rH), 
(参看 第 七 童 (Markov 链 ) 例 5. 12). 假定 zx 一 0. 利用 Sterling 公 


式 :n1 ~ vana| 世 |  。 exp| 郊 ] (0<<0, 过 1) 当 noo 时 . 则 可 得 如 





下 渐 近 公式 ， 
针 : 总 一 一 
Ett ~C'——— Dk co。 
Vn fa R00 


综 上 分 析 , 得 5(zx) 寺 oo. 显然 ,== (xE， Sg) 
他， 故 ro==ecc, 
注 1 当 p>g 时 ,limE. 人 =o0, 因 此 ,E.Gsup 人 +)=o0(Y x6E 
六 ). 这 表明 ;:gB*, 但 g€B-, 可见 ,g 满足 定理 5.5, 1 的 要 求 ,但 
不 满足 定理 5. 5. 2 的 要 求 . 
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用 OO 


命题 5.6. 2 limé+ = 人 ?一 9， (modP.)CV rEE). 
0， pa. 


证 显然 ,; 当 p>q 时 ,$ 为 下 扶 , 从 而 ， t+ 为 下 蒜 . 因此 , 按 定 
理 4. 6, 2. im 人 存在 于 集 4 上 ,有 限 或 一 cc. 取 ” 一 co" 不 可 能 . 


于 是 
{Et >) = {limét < co) 


N00 


=A A {w:inf supE(S%/F 0) < o0) 
(modP)(Y x € LE). 
注意 ， 已. ( 侍 / 多 站 郊 扣 十 (一 好人 一 q) (VY 7 之 有 
> inf supE,(é» /F1) = co (modP,) 
=A = 2 (modP.). 
显然 ,ECsup 1A DD 过 1. 从 而 人 E21+C 风 8 4.8). 按 定理 4. 8. 1， 


{limé+ 二 coo) 二 {sup 久之 o0) 二 (人 针 一 } 二 4 二 CG (modP.,), 
帮 . Imé+ = co (modP,). 

现 假定 ,如 <q ; 则 由 ccli] (0<iSn) RK Sterling 公式 可 推 
出 : ” 


人 
Eté+ 一 Pet = < 4. :二 ] co 


人 pl i 


之 TS+ 一 lim§+ 二 0 (modPo)( 按 定理 4. 5, 2)， 
对 于 zx 关 0 的 情形 . 可 利用 上 人知 < 即 可 将 问题 转化 成 > 一 0 的 
情形 ， 


esl>- 





a 





命题 5.6.3 设 p<a,TT T=[r,00) ES ,r=in{(n€EN: 6&2) 


inf( 弛 ) 一 co， 


则 
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PC 7) = PCr <co) 


-| "> 7, 0y rx € RE), 
1， r 革 x, 


证 车 rr, 则 zxET. 从 而 ,t= 二 0(modP,). 于 是 
Pi(€. 7) = P,(é, rx)=1. 
现在 ,考虑 +>z. 车 对 & 作 平 移 变 换 -zx, 则 问题 变 可 转化 为 
并 二 0， 以 下 设 一 (0， 令 Ap 一 Po(r< oo) 一 Po 四) 一 Po (6 一 7). 


按 全 是 5 6 2 j (一 名) 一 十 oo, 豫 针 一 0GmodPi), 显然， 
(| | 1 ,ev 为 驶 . 因此 , 按 轴 的 有 界 停 时 代替 的 不 变性 ;有 


到 =& (4) nen,. 


按 ,z 之 定义 ,已 [| 加 ~ * le<o |= | 加 . Po (rN) 
(# pv $0=[2] “, 则 由 1=| 2) .Polr<n) HE0,. 
le>oCY nEN) 知 :limEob,。16>s 存 在 . 下 面 将 证 明 ;此 极限 为 
令 C?* =limEo(0,16 >»). 并 注意 : (Duex 的 独立 ,及 

(> = {6 ri0 <l nn). 





得 . 
Eol0, » lo >w) =pEo(O, 1 。 lr >»-1) 
十 qbEo (0 1 机 Tc < ) 
一 limga (C0, “ lo > 1 <r) =C". 
反复 这 一 推理 过 程 , 便 可 得 
| limEoCO, ,ors os <) 一 CC (VY nm 入 Ny - 
二 C* 之 (| “Cy mE N). 
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让 m->co, 便 得 C*' ==0, 由 此 结果 便 可 得 
_ [pl7, _lpY 
1= (2) B,, 即 8。 (2 
命题 5.6.4 设 p<g, f(z)=Esg (8 )=Eé ,rr | £| 


在 中 的 最 大 什 点 , 则 (x)=Eig(&., ) 为 g 的 一 个 过 剩 主 部 ， 
证 按 命题 5 5. 6. 3, 有 


三 


mm P(r < co)， 并 并 
A(X) 一 
7 CG rz 
ri, (2#) ， rr" 宇 工 ， 
一 qa (x EE). 
+， 六 << 


当 T=0 时 ,由 r” 宇 0 知 :r' 宇 z, 于 是 ， 
广 (r)>0 一 2+ 一 gx)， 
当 0<z<r 时 ,由 z-=r 为 函数 wz)= ， (#) -的 最 小 
值 点 知 :六 (x) 宇 z= 二 xt+= 二 g(x)., 当 r’ <t 时 ， 
f(r)=rt= t= g(7). 
综 上 分 析 , 得 广 (zx) 之 g (x) (Y xEE), 


为 证 了 为 g 的 一 个 过 剩 主 部 ， 剩 下 的 问题 就 是 证 明 ， ff (x) 

PT (zx) (VY xE2). 事 实 上 
Tf*(r)=p: f(r+1)+ag:f’ (zr—1). 

记 lz)=f° (7) Tf (7), 则 | 
ulz) = Ff rp mf (rm1) ga. 
当 r'<z 时 ，… 

u(x)= pz (HIN) Har (I) =—ptg>0. 
当 盖 > 工时 ， 


UX)=p rr" ， 





lm a 
为 证 u(x) 守 0, 最 后 剩 下 证 明 : 当 z=r" 时 ,u(x) 之 0. 这 时 ， 
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u(x) 一 pr 一 (人 十 1)) 二 gr 一 六 二 ) 
sl 
于 是 ,uCz) >0"99 “号 > 上 ”这 就 时 至 讨论” * | 二 | 的 特 
性 . 
r ~ 一 上 
当 -ER 时, 。 (z| 的 极 大 值 点 为 2=(In( 2]| . 且 有 估 
> 


=—p+r G 一 及 一 








计 : 导 1+tin[ 久 |<4. 著 ?EE, 则 到 "一 .车 &E, 则 取 
rr 


"二 [7 十 1j([，。] 表 示 取 整 ), 且 有 
lit ltreog. 
r r p 
显然, 是 尼 中 使 | 各】 达到 最 大 值 的 点 . 
”命题 5.6.5 若 p<g; 则 了/' 为 g 的 最 小 过 剩 主 部 . 

证 按 命题 5. 6. 4,f'* 为 g 的 过 剩 主 部 . 设 TES, 并 令 

7 二 inf{xEF;zED), 则 必 有 =inf{nEN:&,ET). 记 

FS={r€E A r=inf(nE Ne, ET TESR), 
则 f(sup{Ee(t)rE FT)=S(r) = S(z)， 
按 定理 5.5.1,5 为 g 的 最 小 过 剩 主 部 . 故 f=S. 

命题 5.6.6 当 p<a 时 ,看 ==t* 为 (0,5)- 最 优 停 时 ,但 不 是 
(0,S)- 最 优 停 时 . 

证 “命题 5.6.5 表 明 : 广 (z) 一 Eg(6.) 一 已 (6 ). 注意, 按 
(XT) 之 定义 ,; 当 全 EDT 时 ,了 (6) 二 针 二 g (6), 故 而 二 .这 表 
明 ;r- 为 g 的 (0,5)- 最 优 停 时 . 

按 命题 5,6.2,Pr(limg($,)=0)=1. 注 意 ,r* 之 0, 因此 , 当 z 
<r"* 时 ,P(r 一 co) 一 Pr 一 ce) 一 忆 ( 寻 和 有 EN) 二 0. 这 
表明 ;ro 不 是 g 的 (0,S)- 最 优 停 时 . 

,236， 





i(z)=f "7) 


图 5.6-1 报酬 函数 SGp<9) 
现 将 p<g 情形 的 结果 如 图 5. 6-1 所 示 . 
例 5.6.2 可 观测 过 程 具有 两 个 吸收 壁 的 随机 游 动 . 
设 状态 空间 = {0,1,…,N} ,状态 0 和 NN 为 吸收 辟 , 即 转移 
概率 ;p(0,0) 二 1 二 pCN,NN). 转移 概率 pCx,y) 定 义 为 p(x,y) 二 
Pi(&,=y) 二 , 当 y=:Z 十 1 或 x 一 1 时 ， 


Z 一 1,2，…N 一 1, 定义 
0， 其 它 . 
在 上 的 目标 函数 g 是 有 界 的 ,好 |g(z)|<oo(V zE 五 )， 
假设 v 为 g 的 最 小 过 剩 主 部 ( 即 报酬 函 数 ), 则 v 为 如 下 方程 
的 唯一 解 ， 
v1) = gCz) V Tv(z) (VY x € FE), 
(Ee = limg(é,)(modP)(Y ze E). 
(1) 当 z==0 时 ,有 
u(0) = g(0) V Tv(0) = g(0) V v(0). 
按 (5. 6-1) 的 边界 条 件 及 0 为 吸收 壁 , 得 v(0) 二 g(0), 
(2) 当 z:=N 时 ,有 
vyN) = gCN) V Tu(N) = g(N) V uCN)， 
同 (1) 中 的 理由 ,得 v(N)=g(CN). 
(3) 当 1 委 z 生 NM 一 1 时 ,有 


(5. 6-1) 


v(X) 之 To(z) 一 AA 十 1) 十 vr 一 1)). 


由 此 即 知 ,v 为 上 十 函数 , 且 
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广 Co(z 十 1) 二 ucz 一 TD) 


> S (g(r 二 D4 gr 1 v(x) ar), (5.6-2) 


因此 ,wv 为 满足 条 件 (5, 6- 2) 的 最 小 上 凸 数 . 按 定理 5. 5.2,g 的 
(0,S)- 最 优 停 时 rm 为 

wo=inf{n E Niv(é,) = g(&,)) ,inf{} = co. 

综 上 分 析 ,v(x)}==S (x)(YV xE 

E) 的 几何 构 作 方式 是 首先 vw 在 状态 | ”中 
0 入 处 取 值 gC(0) 和 gCN). 然后 找 
出 g 的 凸 四 段 的 分 界 点 .在 & 的 西部 
分 ,v 与 £ 重合 ,在 g 的 四 部 分 ,vw 为 
两 个 分 界 点 的 连 线 . 参看 图 5. 6-2 所 
人 





图 5.6-2 最 小 到 函数 ， 


例 5.6.3 观测 过 程 具有 两 个 反射 壁 的 随机 游 动 
.状态 空间 五 和 转移 函数 zs(z,y) 同 上 例 定义 . 但 不 同 点 在 于 
pC0,0) 二 0 二 pCN,N),p(0,DD=1 二 pCN,N 一 1).g 的 最 小 过 条 
主 部 vv 是 满足 下 列 要 求 的 最 小 上 山 函 数 
| > 六 (oz D+ivr— CSN 1; 
v0) oD oN PvN — Div(z) ar) VrEE. 


(5, 6-3) 
由 此 即 可 推出 : | 
wv(0) PP0K1) 之 …… 疡 VON) PVCON 一 1) 
宇 … v1) 之 w(0)， 


下 u(z) 一 u(0),uCz) gr) (VY rE BE), 
v(0) > maxg (zx). | 
按 定理 5. 5. 2 ,得 


S(r) = v(xz) = maxg (i) (VrE  E) 
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limg (,) 一 maxg(i) (modP,) (VY r+ € EE); 
ro 一 inf (2 € Nv) = 8(€,)} 
~inf{y € :maxg Ci) = pg(6,)}. 


vr)=s(7x) 





图 5.6-3 报酬 函数 
此 mm 为 8 的 (0,S)- 最 优 停 时 . 图 5. 6-3 所 示 . 
例 5.6.4 这 里 考虑 例 5.6, 2 和 例 5, 6. 3 的 混合 情形 ， 
假设 pC0,0)=1,pCN,N 一 1) 二 1( 即 0 为 吸收 壁 ,N 为 反射 
壁 ) ,类 似 的 分 析 可 知 :v 是 应 满足 下 列 要 求 的 最 小 上 凸 函 数 ; 
v(x) 之 方 (vz 十 D+vr— I<rAN-1; 
v(0) = g(0),v(N) >vN — 1); 
vz)>g(r) (VIEB. | 
(5. 6-4) 
由 条 件 《5., 6-4) 可 推出 下 列 结 
(1) vAN) 之 v(N 一 1) 之 … 安 v(0),v(N) 之 maxg (x). 由 v 的 
. EE 
最 小 性 ,应 取 w(CV) 一 maxS(Z) ; 
(2) 设 x EE 满足 等 式 ,g(x*) =maxg x) ; 且 当 福 之 zx' 时 ， 
g(r)<er’ 》 , 则 对 V rEE, 日 XI" , 5. 6-4) 可 转化 为 
vz) > D tv 1Srer -1 
v(0) = g(0) ,v(x") = g(x°); 
vr) 之 g(x) (VY + € FE). 
(5. 6-5) 
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这 组 方程 的 最 小 解 v(z) (0z 志 zx') 和 v(x)=g(zx')(rEE, 
ZX ) 合 起 来 即 为 所 要 求 的 解 v(x) (rEE). 图 示 如 下 ， 


v(xz)=s(z) 





i 
1 
rx” N I 
图 5.6-4 ”报关 消 数 5 
例 5.6.5 讨论 所 有 状态 都 是 反射 壁 的 随机 游 动 . 
设 ={0,1,2,…). 转移 概率 pli,i 十 1)= 二 1(V i€EEB). 目标 函 
数 g:0Sg(z) + 天 < 一 co(VY xEE)( 严 格 上 升 ). 显然 ,gE€B™'*. 按 
定理 5.5-1,5(z) 二 S(zx) 二 v(x) (g 的 最 小 过 剩 主 部 )， 
相应 这 个 模型 的 v 是 如 下 方程 的 最 小 解 ， 
v(T) 守 vr 二 1),v(r) 守 g(x) (VYV XT EE). (5.6-6) 
>v(X) 之 supg (7x) 一 天 . | 
由 最 小 性 得 :v(x) 三 K(xEE). 这 时 (0,S)- 最 优 停 时 mm， 
ro = inf{n € Niv(é,) = g(é,)) 一 oo， 
(es,S)- 最 优 停 时 rm (Ce 盖 0) 为 
re 一 inf(taENioGG) 委 5(06) + 2}. 
显然 ,to 不 是 (0,S)- 最 优 停 时. 参看 图 5. 6-5. 
例 5.6.6 观测 过 程 具有 一 个 
(ZI) 一 5(z) . ” 琢 收 壁 的 无 限 随 机 游 动 ， 
设 状态 空间 E=1{0,1,2,*…); 
gx) p(0,0) 二 1(0 为 吸收 上 蹲 ),p(i,i 十 
1D= 二 psi 一 DCi=1,2,…). 目 
慰 函 数 g 为 
所 56-5 报 融 孜 故 5 g(x)=1Vzr(VxrEE). 
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不 难看 出 ,g 的 最 小 过剩 主 部 v 是 如 下 方程 的 最 小 解 : 
| 兰 二 CC 十 D tv D) rl 
Tt0) 一 8C0)z) 之 ECGxz) (7 E 三 )， 
这 个 方程 组 的 最 小 解 v 如 图 5. 6-6 所 
示 . 

这 种 情形 ,有 

=ini{n ENio(e) 

Eb) + ee (0). 
Eg(é.) = 8(0) =1(YxEE). 
n=0Egt en YazcE 

因此 , 当 x 之 2 时 ,有 Eg C.) 二。 全 6 报 抽 所 数 5 
Eg (8. ). 由 此 可 见 ,zt 不 是 C0.5)- 最 优 停 时 ,出 现 这 一 现象 的 原 
因 在 于 : :8 不 满足 条 件 A+. 即 
E, supS (€,) 一 co (¥ x € EE). 
验证 如 下 . 令 g(z) 二 x1.5 之 1 为 整数 . 记 =={0,1,*…,b}. 8g(7Y) 二 
g(r) Ab. 5 的 最 小 过 剩 主 部 2 (zx) 二 4b( 按 例 5. 6. 3). 按 定理 
5, 5. 1, 有 limg (8,) =limy® (6,) 三 4, 故 


(5. 6-7) 





g(r) 






v(ZT)=s(7) 


limz (&,) = co (modP,) (¥Y x € E), 


oo 


如 图 5. 6-7 所 示 . 
例 5.6.7 设 7=(%)izi 为 独 
同 分 布 的 r， V， 列 ， 且 P 了 PC%, 二 0) 二 


-Pow=D. 人 5= 工 (270 ,其 


8 一 2 状态 空间 五 
…). 则 是 以 CE,4) 为 
二 5. 6-7 ”报酬 函数 34) ”状态 六 在 CC 多 ,P,) 上 的 齐 





< 二 ~ 


一 一 
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次 Markov 链 (VY XEE). 今 久 ,=6o(&0,6 6,), 则 ==(&4)jer 
为 关于 P; 的 自生 拷 (Y xEE). 
目标 国 数 g(z) 一 一 z2(VY ZE 五 )， 
Q) g 不 满足 条 件 4-. 事实 上 
E, (supa”™ (€,)) =E, (supé £62) 之 五 


一 220+1) x 玖 (72 一 4 ， 2 


k=1 
党 当 Xz 关 0 时 ,EE。 (supg™ (&, )) 一 co, 即 g 气 4-， 
(2) g 本 身 为 过 剩 函数 , 事实 上 ,如 为 下 巩 , 一 纪 为 上 鞭 ， 这 保 
证 :Tg(r) 才 g(x)(V xEL). 故 2 为 过 剩 函 数 . 
(3) 目标 阔 数 g(x)= 一 xz? 使 定理 5. 5. 1 不 真 , 事实 上 ,假如 
定理 5,5. ee 则 应 有 Sr) 二 g(x)(Y XEB). 今 
= inf{n € N:$, = 0)}., 
则 PiCr' 过 oo0)==1(Y xE AB). 为 证 实 这 一 点 ,做 如 下 计算 . Pr 
一 0， 
二 0) 二 (">p,(r* <eco)=1 当 z=0 时 .下 面 假定 z 尖 0, 则 
0 天 0， 
对 Y 7 之 1 ,有 
Pr 一 四 一 PS 天 0,0 委 ;1 委 0 一 1 一 0) 
一人 1 六 


oo 


SP,(r’ < ceo) = 人 去 =1 L(Y x¥0.2€ E). 


邻 S* (7)=Eg(ér)=—E,é1 =0, 则 
SCz) =— £0= Eg(t..) = 5°(7), 
Sx) <S°() (Vr 0,7 EE). 
r* EN 可 知 :S 不 是 g 的 最 优 报酬 函数 这 个 矛盾 表明 ;定理 
5. 1 不 适用 于 这 样 的 目标 函数 g, 究 其 原因 在 于 ;目标 函数 g 筷 
B-. 
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例 5.6.8 再 次 考查 例 6.1 中 的 无 限 且 机 洲 动 :这 里 候 定 /一 
一 . 目标 函数 g(x)==Z(V xEE). 


按 例 5. 6.6 中 提供 的 方法 可 以 证 明 ， 和 
E, Csup 针 ) 一 co(Y ZE E)=>g 和 BB ,8 B+. 

又 6 一 (Duen 关 于 .P 为 自生 鞭 (Y xEE). 因此 ,g 本 身 为 过 贡 函 
数 . 定义 一 co, 则 因 .P。 Cimé, 二 2o) 一 :1 而 有 rr* EAL,. 因此 . 
SPEgGE) = oS = YE 
如 果 定理 5. 5, 1 适用 于 此 g， 则 应 及 (z)= gOY rz 加， 但 这 
不 是 事实 ， 究 其 原因 在 于 : gEB-. 

注 十- 例 5.6.1:5. 6.8 表明 ; 当 条 件 赤 不 成 立即 g 冬 B- 时 二 
的 最 小 过 剩 主 部 v 一般 不 是 报酬 函数 S. 但 报酬 函数 S 必 属 于 & 
的 过 剩 主 部 类 . 因此 ， 为 解决 更 一 般 的 问题 ， 对 g 的 过 剩 函数 类 需 
要 加 上 某 些 限制 . 


5. 7 条 件 a- 下 的 报 本 画 数 


在 例 5 5; 6. 7 种， 由 于 g&B- -向 导致 拓 本 函数 一 般 不 是 目标 
函数 g 的 最 小 过 剩 主 部 ， 但 可 验证 : :8 满 是 如 下 条 件 ， 
Per) 一 已 (limg(é, ))- )<oody. zEB).. 
本 节 讨论 在 条 件 a- 下 如 笨 处 理 这 种 不 一 各 的 问题 ， 
将 目标 函数 站 作 姐 下 修改 -… 
G(x) = g(x) Y 到 re) (Vx € Es 
并 以 GG 为 目标 函数 . 
引 理 5.7. 上 设 gEB(Ge-), 则 . i 
(i) 函数 V(x) -imQrG(z)CzE 思 为 G 的 最 小 过 得主 部 
(i) 报酬 函数 可 (zx)=V(z) (rxEE), 其 中 :: 
ECz) = sup{EG(E) ;rT € He). 
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证 gEBKo-) 一 BEg( 纪 )>> 一 co (Y rEE) 

一 (5) Eke g(t.) 一 Eng(s) >— 0. >g € B. 
按 P,10,Y 为 G 的 最 小 过 剩 主 部 . 

SGr) 6 Nb, 则 GiEB+(Y 5>0). 定 义 

= inf{n € NV,CE,) < Glé,) + ehinf{@) = oo. 

其 市 大半 14 中 的 方式 构 作 , 则 接 (P.15)G), 有  “ 
已。 (< ec) 一 1 (VY E>0), ,VDE EPE). (VrE Ey. 
按 P.14 为 Gs 的 过 剩 主 部 ， 假定 V 为 G 的 最 小 过 简直 部 ， 则 , 
DPD EEGE TS te 

于 是 ,VS0w 考虑 到 gE& BC)， 托 利 用 单调 收敛 定 理 ， 得 ~ 
Yo = limV(z) < limUor) = UG). (Vz € BE) 
注意 ,VCE; )>6é, )>Ee 6) 一 已, (C6)/F, ), 可 得 ，， 
故 (V- CD) 至 可 各 本 EC )eD). 

设 rE- 论 , 胸 ( 茹 ETKz 人 妇 按 了 P. 5,Vy 为 过 剩 函 数 , 且 
(Vel ,) )nen 为 一 致 可 积 :上 轨 . 按 Doob 加 收敛 定理 ， 和 人 ) 一 
Diodp OY ze); 

ET )/ 攻 ， ) Ve) inodP, ) oy n "€ Nor < 局 加 
由 鞭 停 时 代 埠 的 不 变性 ,有 

< 全 (天 Jioaps ON ze E),- 
其 中 or€EH,P.(o<r)=1(Y zE 大 由 此 便 得 “ 
EV CK EV ED) SV) OY x € E). 
按 Fatou 引 理 ,得 
EV Ce. )<V (x). UVDY ZE 
综 目 分析; 得 末 =7 
定理 5.7.1 若 sEB(a》， 则 向 


() SC(r)=V (XY rER), 其 中 玉 为 G 的 曲 小 过 剩 主 部 ， 其 
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中 5 为 g 的 报酬 函数 ， 

(ii) SCz) 一 gC VE )VT SY rEE), 

证 按 引 理 5.7.1, 若 (i) 成立 , 则 Gi) 自然 成 立 , 下 证 (i), 由 
S(x)SU(z): 结论 (DU(z)<<S(z) (VY XEE). 

若 S(Cz)==co， 自然 有 U(x)<o0=3(z). 玉 面 讨论 :S(z)<<co 
的 情形 ， 

令 E'={x€EE: SCD<eo) », 则 SC) 一 G(é.) J} (modP: JCY zx 
EE'). 囊 实 上 ,对 Y xEE*, 有 


GC) =limG(6) = lim(g&,) V Es,g(é..)) 
=lim(g(&,) V E, (gC) /1)) 


<iimeg(6) V limE, (g (6%)/F,). 


由 SCz)<co 及 5EB(a- ) 可知 * 忆 ， lg ($s) 1 之 oo(%r 二 00 为 售 
时 ). 按 Doob-Levy 定理 (一 致 可 积 鞠 收敛 定理 )， 
GE) Cg)YV EE)/F.) = glé.)modP,), 
按 G 之 定义 ,有 gw)<<G(&). 故 g(&) 一 GC&.)， 
现在 ,假如 :xEE' ,rez, 且 EG(&) 存 在 , 则 
EGGE)= Eg(t), i 
其 中 Or . ,Lp 十 oo * er 已 = {muro ES(S)<E (6 )}. 事实 
上 ， 前 一 步 已 证 明 ， E;(G(é.): lomo) = Elg(b) ， ln) 当 rE 
E" 时 , 因此 , 剩 下 的 问题 是 证 明 , 
(GOES) ， le<eo) EE) Lec). 
为 此 , 令 B= PN (rc<co)， 出 - : . 
E:(G(é.) + rcow) 一 五。 (glé): 1 二 本 GD ‘ett 7)) 
Rg) hor EBr(ls * 8g(€)/F) 
=E,(g(é)10) + E,(g(é.) 。 12). 
Eg dee) i 
(注意 ,在 第 二 个 等 式 中 月 到 一 至 可 积 对 的 停 时 代 共 不 变性 定理 
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一 致 可 积 性 来 自 :E,|g(&.,)|<oo(Y x€EE')). 
”利用 这 步 的 结果 ,立即 可 得 :对 Y xzEE" ,有 
ST) = sup{E,g(é) :0 € HSsup{EGE) rEA} = Ur). 
” 综 上 分 析 , 得 CD)>UC).Y xEE). 
注 1 进一步 考查 例 5.6.7, 在 此 例 中 ;目标 函数 g: 
8g(7) =— zx(YV zr EE). 
在 此 例 中 , 构 作 了 一 个 有 限 停 时 ,使 得 Eg (&.*) =0. 因此 ， 
5S(z) 之 0 (VY xEE). 由 g(x)<0 知 :5(x)==0. 定 义 
=inf(k2n:f = 0),inf{G} 一 cc， 
则 Pp, (nm < 00) = Eb (lr <io)) 


= ZEle * oo) PC， 一 J) 一 1CV2ENzEE) 
二 PC 一 co)) =1. 且 rr + ce (modP,). 

注意 : 对 Y oner <co) ,有 如 (四 =0CVnEND. 故 
as net, (0)) 一 0 (modP, 六 CV 2 rEE). 
Eimg) =0NzEB 


Eimg(é,) -= 0, g € Ba-). 
注意 ;G(x) 二 g(r)V Eg (6..). 按 上 填 述 定理 ,UV (x) 一 5(zx). 因此 ， 
D(z)=0, (V iEEB). 在 例 5. 6: 7 中 已 证 明 :3 不 是 'g 的 最 小 过 剩 
主 部 , 因此 ,在 条 件 a- 满足 的 情形 下 ,g 的 报酬 范 数 3 可 以 不 是 g 


的 最 小 过 剩 主 部 ,但 却 为 G 的 最 小 过 剩 主 部 这 就 得 到 了 在 这 种 
情形 下 求 & 的 报酬 函数 的 一 种 处 理 方法 


8 5. 8° 报酬 冰 数 的 正则 隆 


例 5. 6.7 和 例 5. 6. 8 表明， 当 目 标 醒 数 & 世 万 - 时 ,g 的 最 小 过 
科 宇 部 不 必 是 正则 的 , 且 甚 报酬 函数 一 般 不 是 它 的 最 小 过 剩 主 
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部 . 按 P.7, 当 gE€B- 时 ,g 的 最 小 过 剩 主 部 是 正则 的 , 且 为 它 的 报 
柄 函数 (定理 5. 5. 1)， 这 些 事实 引导 我 们 考查 g 的 最 小 正则 (过 
剩 ) 主 部 问题 ， | 
定义 5.8.1 设 UCH， fEB. 若 及 /6 有 定义 (Y XEE,r 
EU), 且 对 任意 orE2,Pslo<r)==1(Y zEE), 有 ， | 
Ef(t.) Ef(E,) (VY rEE). 
则 称 了 是 勾 - 正 则 的 . “过 -正则 ”简称 “正则 ” 
如 果 &、 JEB, 且 是 色 - 正 则 的 ， ‘8 (TE) (Y ZEE), 则 
称 卫 为 8 的 和 -正则 主 部 , | 
注 1 若 r=0,c=1 均 属于 仿 , 则 -正则 函数 了 必 为 过 剩 
函数 .反之 不 真 . 显然 ， 这 里 的 正则 性 慨 念 跟 $ 5..1 的 一 致 ， 
定理 5.8.1 设 sEB+, 则 … 
(GD S(z) 是 g 的 最 小 正则 主 部 , 且 
SGz) = limS,(7) (Y + € E); 
(i) SCz) 一 SCr) (VY rEE), 
其 中 Sa(z) 为 ga 的 报酬 顶 数 ， 
: gor). =aV EC) 
Gy Sr) g(r)VTSC) (Y xEE); 
(iv) SC): =lim lim lim m limQ'g: (zx) ,其 中 (7)= =(aV g(x)) A 
2 
证 第 一 步 , 令 gaz) =a VCz)), S$, 为 Eg 的 报酬 函数 . 
S, "£2)= lim S。 (zx), 则 S，. EB+, 目 为 g 的 正则 主 部 ， 此 外 ， 
qzr) = g(x) V Ts. (zx), S， (zx) > Cr) > SC Cv z € E). 
事实 上 
S, (2)=lim L'sup {E.8 (ET EA}2t lim apt ) :z E24) 


一 S(z) 之 SCz) >g(7) >~— ,=>S.€B. 


注意 :5, EB+; 且 5。4$.. 因此 ;S$, EB+. 从而, 可 利用 音调 收 人 
定理 得 到 | 


0. 24 人 入 


lim.7 3。 (rz) 一 T lim S.(x) = TSS, (2), 
按 定理 $5.1, 可 推出 罗 
S. (zx) = lim Stz) 一 lim (go(z) V_ TS.(7)) 
=g(zx) V TS. (z). 
由 Ss。E€B- 及 P.7, 可 得 
E,S, (GD < ES.E) 二 8。 (z) < ee， 
其 中 csE-2Z7,o<r 利用 单调 收敛 定理 ,由 上 式 得 
ES,.(€) ES,. (6) ES) (VY or €E Ho ST). 
综 上 分 析 , 可 得 结论 ;S ,为 g 的 正则 主 部 ， 
第 二 步 : 证 明 ,S, (z)<S(z) (VY xzEE). 
为 此 ,对 Y s>>0, 构 作 下 列 停 时 ，. 
A =inf{n € NS, 6) gb) + einf{G) = co; 
r= inf(n € NS.(€,) < gh) .+ e) inf{(G} 一 co; 
tw =inf(n € N:S, (6,) < gE) + e} inf{ YG} = oo0; 
则 a or P00) P(r 0%) =1,5, (7)< 
E,S. (é)(Y xEE). 事实 上 ， gE Bt, 因此 ， 核定 理 5. 5.1 及 
P.15, 有 
P, (to0) : =1,5. ( 沪 = ES 
由 + os (Vv a<b<0) 及 Sa 的 正则 性 知 . 
«ES. (én) ES, (£4) < 5, (z) CY a <b<0) 
. 5,(7) = ES,($4) CY a<b<0). 
引用 单调 收敛 定理 , 便 可 推出 
Sx) = limS. (z) = "lim 1 ES (€4) =. ES. (1) (¥ 去 0) 
~»— “<s. (2) < Egat) 十 ， 4 
=E.(g,(é4) “um ) 十 Ek go (4) * Lge)>0)) 十 二 汪汪 
Sb P(g(és) Sb) + ale,r), 和 
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其 中 . a(e,7)= Supg” (6D) 十 e 
P(g(é4) SD CES) 一 (ezD) (Vb <O0) 
=>limP.(g(é4) SH) =0 (Cg € B+). 
显然 ,re 一 中 于 {g(6)>> 俏 上, 故 
Re < 00) PPr(t < 0,8(64) > 0) 
=P,(d < cog(és) > 06) 
一 一 P(g(é4) Dl. 
现在 , 选 一 数 询 (8;):>1,614 一 oo, 使 得 
limlb,(w) =0, 其 中 DD=(g(84)<&b;)， 
则 -S$,(7) = ECS. (é4) (1 + 17)). 
由 不 二 丰 于 DD 上 及 Fatou 引 理 可 得 
SC 二 已 (CS.()， mw) +E, dims . (ww) ， la) 
=E.S. 人 )，. i 
利用 rz 和 5S. (的 上 述 竹 质 , 便 可 得 .3s 
a S.AES, Cr) SEgé )+e RS) 十 e 
>5, (7) <S(z) (VY rE E). 
第 三 步 : 证 明 :S .为 & 的 最 小 正则 主 部 . 
事实 上 ,车 /为 5 的 任意 正则 主 部 , 则 . 
8(7) Cf) Ef ED) CEfE) CY or €E Hd Sr) 
=>f(z) > Ef 》 Ea) YreH) 
一 Fe) 之 SCz) 之 S， Xz),( 按 第 二 步 ). 


第 四 步 :归纳 有 关 结 论 . 按 第 一 :二 步 ， 得 绪论 G)、 iD 和 (ii>, 
结论 (iv) 将 是 下 面 引 理 5.8: 2 的 特例 . ~ 
注 , 2 . 按 此 定理 ,当中 满足 条 件 4 时 ， 其 报 本 函数 为 5 的 
最 小 正则 主 部 . 在 这 种 情形 下 ,g 的 最 小 过 剩 主 部 一 般 不 正则 , 这 
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是 因为 算 子 Q 与 单 步 转移 算 子 有 关 . 这 种 算 子 连续 作用 的 结果 不 
改变 作用 对 象 的 正则 人 性, 但 是 ,从 结论 (iv) 中 可 以 看 出 : 算 子 @ 在 
报酬 函数 的 结构 中 仍 具有 特别 重要 的 意义 . . 
引 理 5.8.1 设 5EB+. 算 子 G\ 函 数 5 及 9 均 按 P.14 中 定 
义 , 则 SCz) 王 (rz)(CY XEE). 加 
证 令 多 (z)=p(z)Vay Gp (2)= g(r) VTh (z)， 
则 Go (zx) 宇 G"YLx). 按 P.15(Gii) 及 定理 5.5.1, 有 
So) 一 Ta) = limGig (7). 
按 定理 5. 8. 1(i) ,有 .SCz) 一 .jim Se(z). 利用 单调 收敛 定理 ,可 得 
SCz) = lim limG’g (2) > limG'pz) = 5 (x). 
即 S(x) 守 v(x) (VY rEE). 币 下 的 问题 就是 证 明 反 向 不 等 
SCz)<V(z)CY rELE). 1 
按 定理 5， 8, 14iii)， 有 SCD 一 gz) VTS(z). 于 是 ,G csco)= 
SCz)(Y nEN). 按 5 与 9 之 定义 ， 有 Sz)<pz) 
之 9(Z) 一 limG"S (7z) 委 limG"g(z) =Y (XV zr EE). 
推论 $5.8.1 若 gED+, 则 
S (xz) = Tim limG;p (x) = lim lim .G:CD) (VxEE). 
引 理 5. 8. 2 GD 设 EBi 则 
SCr) 一 limSe(z)， 
SCz) 一 lim lim linQ Oy 之 E Ek). 
i) 设 gEB+, 则 SC 一 lim, So(z)， 且 
SCz) = lim, Him lim 或 lim lim lim. 
或 ， lim dim limQ ez) (VYz EE). . 
证 设 gEB 显然 ， 3 人， 令 'S* (zx) =limS:(z), 则 SC(z)= 
5S*(z) (VY 区). 为 证 此 关系 ,只 澳 证 明 : sDs' (T), 一 
设 rEMi; 即 ig (8)< 之 co. 显然 ， : 
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EA(g'(€)) < oo0sg(t) tgré). 
因此 , 按 单调 收敛 定理 ,有 | 
limE.g"(&.) = Eg(é.). 

又 .gr (SS Cz) 入 S (zx), 故 . 
Eg(é) Sr (Yr € MM gt € E)=>5 (7) < (zx), 
现在 , 按 定理 5.8.1G) ,有 | 

Sx) = lim Ss(z) = lim : linQ"ga lr). | 

到 此 ,我 们 证 明了 本 引 理 中 的 第 一 个 结论 ， 

S.(z) 一 limSe(z) = lim Lim g(x) 
=lim limGrgekz)， 

按 定理 5$.8:10@), 有 ， ， >、 

S(r) = im 1 So (7X) 一 im tm mod (zx) 


一 im lim Eee 
再 利用 本 引 理 中 的 结 二 论 (1)， D, 即 得 tii). 
注 3 在 三 重 极限 公式 中 : 当 gEB* 时 ,具有 lim 与 lim 的 次 
“ 序 不 可 交换 当 g&B 时 , lim 和 lim 均 不 能 与 lim 交 换 次 序 . 当 :g€ 
有 -时 ,三 重 极限 可 以 任意 交 执 次序. 三 重 极 限 公式 的 重要 意义 在 
于 ;揭露 了 报酬 函数 与 单 步 转移 算 子 Q; 之 间 的 关系 、 
.定理 5.8.2 设 gEBtaS: 为 g 的 报酬 函数 ，- i 
= inf{n € N.S(é,) < g(é, ) +e},int(G} = co C20, 
由- G) r 为 g 的 (e,S)- 最 优 停 时 (e>0)， 四 
(iD m 为 如 的 (0,3)- 最 优 停 时 ;5 
Gi) 车 mE-4, 则 am 为 如 的 (0,S)- 最 优 停 时 ; 
1 Gv). 车 limg 人) 二 一 oomodP(Y XEE),MmEA. 


.证 接 定 理 5:8.10),S(Cr)=S, (zy 从 而 ,一 ,Pr< 


co)=!. 按 引 理 5.8.1 及 P.35, 得 ， 
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S(z) 一 站 (z) SEY (6) = ES(E.) SE,e(t) telY x EE), 


故 志 为 g 的 (e,S)- 最 优 停 时 (e>0).， 
按 P.14, 有 
limv (é&,) = limg(é, ) (modP, )CY : x€E). 


#00 


按 P， 12 ;有 v(x) 二 En (VY n€EN). 于 是 ， 


7 (x) 一 lim LVal¥) ， 
V2) < mi EGY (名 ) I) 
+ mB,6,) * loopa) 
ETE ) » lcss) 1. 
+ 到 lim Cv, ) .lzo)( 按 Fatou 引 理 ) 
EG) eve) 四 
+ 已 Go 
2 和 
3 (2 在 市 CT)S dim 6 ) ED co = EBC) 
i 50D) Bd). 


上 分 析 ; 半 论 (D\ 不 
证 明 结论 Gv). 采 嵌 溉 诈 洪 : 纱 @ 光 不成立 50 nokEE, 3 家 = 


o0)>0. 按 条 件 iimgC， )= eam 用 > _ i 
SCzo) = Erg(é.) SE supgh#tRH Es (lirag GD lc) 
二 症 间 二 oo6( 接 EE ,多 路 es 
3 
“gE 时) 受 定 理 5.8 工 鞭 检 醋 请 数 'S 二 多 的 TF 
定理 就 是 将 此 结论 推广 到 geE3 的 情形 了! 六 
;2 给 ， 


定理 5.8.3 . 设 sEB, 则 

(i) 报酬 函数 S 为 g 的 最 小 A*- 正 则 主 部 ， 

(ii) SCz) 一 SCz)(V rEE); 

(ii) SCz) 一 lim lim limQ'gs(x). (Y +E E); 

Gv) 车 gE€Bi, 则 SCz)=g(z)VTS(z)(Y xEE). 

证 设 rEA4, 即 gE€B, 且 Eg (8) 过 oo. 按 引 理 5.3.2， 
SCz) 一 sup{Eg(D:rE-sj. 设 3 为 愉 一 5EA6 的 报酬 函数 , 则 
易 证 :SCz) =limS*(z). 按 定 理 5.8, 1G)，,S' 为 gf 的 最 小 正则 主 
部 . 于 是 
ES'(€) CES orE MayPlo Sr) = DY x el E), 
注意 ,一 g- (ED<S' GD) 个 SCE) ,Eg (8)<o0(Y rEAN), 则 按 


单调 收敛 定理 ;可 得 ESC&.) 志 ES C$,). 这 表明 ;S 是 -Ar- 正 则 
的 . 


设 六 为 了 的 任意 -地 正 则 主 部 , 则 
Eg() <Ef(E) SfDY rE Mr EE 有 

SC = sup{Eg(E) :rE As} Sf x) YrE DB),. 

综合 起 来 得 结论 人 )、 

按 定理 5. 8. 1Gii) ,S'S*. 按 单调 收敛 定理 ,对 Y.rE -未 
有 EgCé ) 一 lim 有 (6) 式 Tim 有 《z)》 = HimS' (ze) = SGCz) 

=>S(z) CS(z) < Sw), SCz) = SCX)(Y ze E), 

这 就 是 结论 Gi)、 
按 引 理 5. 8. 2， 
$2) = lim SCz) = lim limQ'gt(z) 
=>SCz) = lim lim limQ"gs(z). 坊 结论 (ii). 

设 在 证 明 最 后 的 结论 Gy gEBi 表明 :r=1E-A .又 o=0E 
Ns. 于 是 , 按 结论 (人), 有 TS(z) 守 EsS(&1)SSCz), 由 此 知 ;S (x) 
之 g(x)VTS(z). 男 一 方面 ; 按 定理 5. 8.1, 有 | 
Siz) = gr) V TSTSS (zr) Cg) VTSCz (VY b> 0) 
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二 9(z) 过 g(x) V TS(z). 故 结论 (iv) 成 立 . 
定理 5.8.4 设 g€B-+,r 二 inf (0<hSn; S$) = 
gC$i)} ,Sebz) 一 Qig(z), 令 + 一 limz? , 则 
(Dr 为 g 的 (0,35)- 最 优 停 时 ; 
《ii 当 z* 有 限时 ,r* 为 g 的 (0,S)- 最 优 停 时 ， 
i) 当 g€EA- 时 ,rr =inf {hEN: :S(&, ) 一 &( ) inf{ 2)= 


证 易 证 ;世人 .因此 ,r* 容 在 ; 且 汶 停 时 . 各 果 (i) 成 立 ， mm 
定理 5. 8.2, 结 论 GiD 和 (ii) 自然 成 立 . 
”为 证 (ii). 令 go=inf{nEN: (6 ) 一 总 CE， )} ,inf{ 8} =00. 风 纺 
论 Gi) 的 成 立 等 价 于 证 明 ， ot" (modP.) (V rE E). 设 wElo= 
7); 则 g(& (w)) LS CE Cw)) (0QiZn— 1). 注意 到 ， S (zr)= 
limSeGz) “5EB- ). 因此 ， 当 N! 必 够 大 时 ， 有 & (6 (w)) 去 
Se (w)) 0<:<" 一 DG NN’y. 从 而 一 
、 "oo) > = or > 于 (co< ce) 上 . 
现在 , 设 wE (go=00), 则 S(€)>g(€) (Y i EN) 对 此 成 立 ， 于 
是 ,对 Y nEN,3 N' EN, 闻 太 (w)>n(Y NN'). 这 表明 ;r* (w) 
>n(Y EN). 故 m (w) 一 oo. 归纳 起 来 ,得 o<r* (modPD)CY zE 
E). 剩 下 的 问题 就 是 证 明 ;o 之 ;为 此 ,让 wE (Cr; = 及 ;出 
EELI Fw) ESE OCiCL— 1) 
一 5(o) ru OCLC omYnEN) 
ormodPIVWIEB. 
定理 5. 8.5 : 设 g€B 为 g 的 (0,S)- 最 优 停 时 , 若 3(Cz) 
<oo(Y zE 本 , 则 一 一 limzz 为 g 的 (0,S)- 最 优 停 时 , 且 
、 .Pir Seo) 21 rE RE). 
“证 ce* 为 g 的 (0;5)- 最 优 停 时 表明 io* EH, 且 
SOz) = Eg(t, <ES(E). (Vr €E). 
按 定 理 5. 8. 3,S 为 g 的 最 小 -Ae 正则 主 部 ,因此 ,ES (6 魏 
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SCz), 故 - 
SCz) = Eg(,) = ES(é,:) (V x € E). 
由 此 及 条 件 SCx) 过 oo0CY xEE) 可 知 :E,[S(&,: )|< 过 oo, 于 是 

- (6 ) gb) ,ESCé,) = Eg (ésr) 

(人 ) = gb ) modP) (Y z+ € E). 

按 定理 5.8.4GiD),r' =inf{nEN:S(8,)==g (8,)},inf{BD)==o0. 故 
r" ao'. 显然 ,r" EA("gEB-). 又 5S 为 g 的 最 -A 正则 主 
部 , 故 、 

瓦 .S(6) SESC(E) SS) = ES DCY x EE). 
由 此 知 :SCz) 二 ES (和 * ) 一 一 ). (Y xEB), 即 * 为 g 的 (0， 
5)- 最 优 停 时 ， 


85.9 递 月 方 程 “ 
按 $5.5、$ 5,8 中 的 分 析 , 当 gE€ Bi 时 ,g 的 报酬 函数 Slg 的 


最 小 -Ar 正则 主 部 ) 和 & 的 最 小 过 剩 主 部 S' (x) ==limQ"g (zx) 均 
满足 如 下 方程 ; 


Fa) = gr) VTA); 5.9-1) 
.i _ {Te E). ” 
limf(&,) = limg($,) modP) 《5 9-2) 


而 且 S 与 S$' 一 般 不 重合 , 可 见 在 Bi 范围 内 ,方程 (5. 9-1) 和 (5. 9- 
2) 的 解 一 般 不 唯一 . 但 如 果 将 限制 在 -Ke 正则 函数 类 中 , 则 方 
程 (5. 9-1) (5. 9-2) 之 解 是 唯一 的 . 本 节 讨论 此 方程 之 解 的 唯一 性 
及 不 唯一 时 解 的 表现 . 为 此 ， 首 尝 对 观测 过 程 作 如 下 假设 . 

假设 (B): Px;D)=PA(§,ED), 有 . 


pei DD = FDP, I) TEL rEEnEN. 


i (5, 9-3) 
pry") 一 > U(*) (Y x E€ EE),( 即 弱 收 敛 .) 


即 对 Y 有 界 4- 可 测 实 值 函 数 ,有 
| fn dy) 到 fC uldy) (Y x € E). 


、 。 (5， 9-5) 
定理 5.9.1 投下 请 下列 要 

(i) 所 满足 方程 (5. 9-1); Gi 二 1,2); 
1) sup {lfi(r)— fr)|: .XEF}<oo,; 

《iii) 在 某 个 非 空 的 4Ecz 上 fi1(z)= 一 .万 (z); 

_(iv) 满足 候 设 (B); 

Cv) pCEWI, 

则 f(z)=f2(7) (VY rEE). 
证 以 下 要 利用 如 下 初等 不 等 式 ， 
风 当 a 乏 ba 委 c 时 ， 
一 aq， 当 4 之 a 之 c 时 ， 

Cc—a, 当 5 志 a 忒 c 时 ， ， 

0， 当 a 之 ba 之 Cc 时 ，. 
< 一 cl.CVaLceeER 
令 Fr(z)=| Ac 一 疡 (z) 用 则 

r(z) = jg(z) V Thi(z) ~ g(x) VTPCz)1 
: ‘<The ~ Th | Tr(r), 
反复 利用 此 不 等 式 可 得 ， r(x)STY Cr), 即 - 


r(z) 去 r(yDPCn， zidy) 、 


laV baVel= 


rw {rp zdy) Yn E Nr EE), 
按 假设 (B) ,得 时 汪汪 清寺 
rz) < | rdy) Ssup{r(y) sy € EF) 


.u(E\A) (¥ x EE).. 
=>r(r) 二 0 (VY x EE) ( 按 条 件 v). 
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例 9.1 设 齐 次 Markov 链 具有 状态 空间 巨 王 {0,1}， 转移 
阵 为 多， a pt pal 令 久 =1， put pn 








1 则 2 一 和 天 TP—hD FP-D= ph 
四 1 Tx pio,j=0) ， 
假如 .ps20GjE Elm ”于 是 ， 针 6 消 忆 
1 一 一 TYP ,J 二 1, 


假设 (B), 即 i i 
Ln zr; {y)) = 3 


其 中 x({0}))= A 
考虑 目标 函数 gs: |g(z)1<ceCV XEE). 取 A={0}: 则 ACEN 
人 = =<. 假如 地 满足 方程 (5. 9-1)， 且 有 (0)= 天 (0)， 
EA) 1<co, 则 按 定理 5 9， 1， 有 10D)= fl), 
_ 假 如: ge 可 


CO VY Tg(r) = TCD z=0, 


sz， xz 

i lm& (2) 2 lm Ppt) = g60) 7 pO)Y 
Le Fada, 当 开 = 0 时 , 
gO. i ‘yy 二 1 时 . 


注意 ,S 满足 方程 (5 9-17. 因 比 才 / 也 福 友 各 (5 9-1), BB.f(1) 
一 8S(1)， 则 /Si TR opr i i 站 
。。 搞 f5.9.1 -着 满 导 集 设 旨 ), 且 以 网 系 1， 61.9, 彤 尼 
定理 5. 9.1 中 的 要 求 Q) 多 加 出) fFXY. ER: 
,推论 .9,2 设 二 济 让 杀人 只, 大 &e 后 困 有 并 上 满 忆 方 各 
[5 开 目 于 厘 空 A427 的 宇 2 ES 
则 
/一 5, 其 中 5 为 8 的 报 本 茵 妆 ” 


* , i 加 Ge a “ 号 


:2 


.2 证，g 有 界 表明 ;5S 次 'g! 的 最 小 过 剩 主 部 ; 按 假 设 ,f 为 g 的 
过 剩 主 部 . 因此 SCr)SSfCx)(Y xEE). 叉 Slr)2g(r)(Y .rE 
. E). 故 .SCz) 一 /xz) 一 gz) 于 4 上 ， 按 定理 5. 9, 1, 得 S= / ， 
注 1 假如 é 为 一 个 不 合约 Markov 链 , 且 正常 返 , 则 & 满 中 
条 件 (B), 生 (EB)=1,n({r}))>0(Y xEE), 
+ 定理 5.9,2 设 /ih 为 方程 (5; 9 和 的 有 可 测 解 ,县 满足 下 
列 要 求 ， 四 
(iD E, (up | fC) — fi(8) Dooly xEE). 
(ii) 对 Y.e>>0,3 非 空 的 MER, 异 得 
(a) |AGz) 一 PCz1<eCY ZE A); 
(b) P,($,EA: 有 无 穷 多 个 hEN} 二 1 (Y EE),.: 
则 f=fi ，. ， . 
证- 令 令 r(z)= Ia fa)l. 在 定理 5 5, 3 1 1 的 证 明 中 得 
到 ， 0 Tn). CV rEEnEN). | 
E&F,) = Ee r() 二 7 ) 之 re ) modp: 0 
即 r(6 ) 一 (r(e))vew 关 于 已 为 非 负 下 蒜 . 条 件 6 像 证 足下 款 
r($. ) 一 致 可 积 . 从 而 ， limr(& ) (modPi) 春 竹 ; 条 和 件 人 i)(b) 表 明 :对 
Ye>0 及 wEQ, 3， Gn). 4 € hfmodP YY k 关 1). 条 件 Gi) 
(a) 表 明 ;， ， 
i ， imr(s 一 im )<e (modP, 2:) 
1 ig) 0itmodP,) rs os 
由 rlé. ) 的 下 堵 性 及 ] Lebesque 有 界 收敛 定理 可 推出 :… 人 
有 r(x) limEr() = = ‘lim ,) 二 0 (Vv. 工 E DD. 
, 注 2 上述 定理 不 要 求 E 测 定 企 放 了 
扒 抢 5.: 2 3 次 太 fs 为 为 稳 (5. 于 1 的 ni ,用 满足 下 
列 要 水 ; 
(i) Eteuplf .CE) ~—fa(é)1) <ooly <EE 
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了 


(ii) A {z: fir) —f(7)1= 0} 关 3， 且 
和 E 4: :有 无 穷 多 个 EN}=1(YxE€ E), 

则 fi A | 
“证 .对 YY e>0， 有 4C4= 人 :FiGD- “fn. 于 是 , 按 
定理 5. 9g. 2 , 结 论 成 立 ，” 

推论 5. 9.4 设 g€B， 7 为 方程 (5 9-1) 的 4 可 测 解 ， 且 消 中 
下 列 要 求 : 

CD) E Cup |f (8&,) 1 + ls ) 1)) <ooly rEE), 即 、 gE 
B+. 

GD) 存在 非 空 AES, 使 得 | 

(a) fz)=g(r) 于 r€EAL; ， 

(Bb) P.(é,€h; :有 无 穷 多 个 nEN)=1(Y zeE). 

则 f=5， 其 中 5 为 g 的 报 柄 函数 . 

证 “gE€B"+ 表 明 : 为 g 的 最 小 小 过剩 主 部 ， 特 很 设 ,了 为 g 

的 过 剩 主 部 -因此 ,6(z)< SOCz)CY xEE). 按 假设 ， 此 式 中 

”的 等 号 成 立 于 xE A 上 . 按 推论 5. 9. 3, 即 可 得 结论 . 

定理 5.9.3 设 gE€EB*'+ :7EB ,县 满 是 方程 (5 9-1) , 则 

f=S 久 (5.9-2) 式 成 空 :，， 
即 & 的 最 小 过 剩 主 部 为 (6. 9-1) 与 舍 . 攻 

证 “ 必 间 性 就 是 P. 13: 下 证 充分 性 . ， 
令 一 if 人 EN 和) Eg) +t einf{G} 一 9， 
按 P, 2 eB 有 . 
已 Fe) 一 rz) (Vn EN,r EE). 
按 条 件 (5. 9-2) ,对 VY e>0, 有 ， 
P(t = 00) =P,{f(€,) igh,) tT en E . N) 


:=P < > limg ls)} = 0 
即 P(t.<o)=1,. (VY EOE ., i 
由 ,JE B+ 及 Fatou 引 理 便 可 推出 . 
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fx) < limEf (En) EK Ef.) 

SEg(t.) es) tte/ SHS) YY TEE), 
gE B-"+ 表 明 :S 为 g 的 最 小 过 剩 主 部 , 按 满足 方程 (5. 9-1) 知 ， 
f 为 g 的 过 剩 主 部 ,于 是 ,SC(z)<f(z) (Y rEE). 综 上 分 析 , 得 了 
一 3. 

注 3 上 述 定理 中 条 件 (5. 9- 2) 的 充分 性 ( 即 唯一 性 )， 也 可 以 
看 作 是 定理 5. 9. 2 的 推论 . 不 难 验证 , 当 条 件 (5. 9-2) 成 立时 ,定理 
5. 9. 2 中 的 条 件 均 满足 . 这 就 可 得 : 当 gE B-.+ 时 ,递归 方程 (5. 9- 
1) 和 (5. 9-2) 在 B+ 范围 内 有 唯一 解 . 然而 , 当 g 蕊 B-'+ 时 ,我 们 已 
经 知道 方程 (5. 9-1) 和 (5. 9-2) 之 解 不 必 唯 一 . 下 面 讨论 方程 (5. 9- 
1) 在 这 种 情形 下 的 解 的 一 般 结构 . 定义 由 # 所 诱导 的 尾 -代数 ， 
Fs 一 (6 :9 =NF ，， (5.9-6) 
. 定理 5.9.4 设 g€B ,7 为 9 可 测 的 广义 Lv， ,有 有 Ee- < 
= GE Ez) =g(z) VE SO) sup {Eg (6) TEA) 
(YY zEB), 则 

S079; ;二 sup{E, (Cg(6) 。 ec) 二 etE 2 

且 FO;x) = g(x) V TBO RY x EE 
证 显然 :g 后 B7, 按 定理 5.5; 二 有 
sup {Eg(é) ;Tr € A) ='sup(BB(t):r € A z EB). 


TW) EE 有 8 只 
定 Xr(w) = | 人 6 r 旋 ). 
co， wEA EA < 
注意 ， 4EZ. ,其 - 机 -一 ， A 的 


Eg (6) 一 已 pe ) “14 蔬 Be 7 
2 一 及 (Cg 从 和 Le Ty A 
令 SC(z)=sup{ CED Ts) 站 了 ce - 郊 ) , 则 
SG1iz) = sup (EB) TE) 
男 一 方面 ,《E.C7/ 久 ,)),en 为 广 潜 园 ) 租 守之 5. 搁 六 义 Bo 由 
?ZC6 。 


Levy 定理 ,有 
meé, )SlimE 7=limE.(7/F,) > EW/F.,) = 7. (modP.). 
=>SNIT) = sup {Eg :Tr EE A) 
~ sup{E(g(€) » Tocow 十 下， Tore) TT € HA} =8 (7). 
凡人 过 来 部 可 捍 定 理 中 的 第 个人 式 
按 定理 5. 5. 1, 有 
Sz) = 8 V 7S(7iz) = B(x) V En Y TSU;z), 
TS ;zt) 一 ES (7; ;$1) 之 玉 Ee = Ea. 
故 定理 中 的 第 二 个 等 式 成 立 . 
定理 5.9.5 . 设 SEB- ,7E Br ,和 目 满 足 (5 9-1) 式 , 则 有 
表示 : 
f(z) = sup{E. (g ($i) lc<o 十 了 ee) 3 E77) (3 +E 五 )， 
其 中 . 
7 = limf(é,) CmodPOCY x€E). 
证 按 假设 ,有 f/fEB +, 从而,(f(&,)),en 为 一 致 可 积 上 著 ， 
于 是 ,7 一 limf C$,)CmodP,) 存 在 生 有 限 , 且 E17| 过 oc. 
令 F(z) 一 g(x)V Es 并 注意 ;E27S<fCz)( 按 定理 4.5.5), 则 
Ex) V Tf(z) = g(x) V TAGz) = f(z) (YzE E). 
若 lmf,) = Tmg(é, )(modPI(Y x EE) (5.9- 7) 
则 按 定理 了 9. 3( 唯 一 性 ) ,得 六 z) 一 SC;7) (Y xEE). 按 定理 
5. 9. 4 便 得 的 表示 
为 证 (5. 9-7) 式 , 仅 需 证 明 ,iimf(&,)<limg(é,). 此 式 成 立 是 
因为 
Timgé,) > mE = Tg, (9/F,) 7 = limf(é,). 

注 4 通过 上 述 讨论 我 们 得 到 方程 (5. 9-1) 的 解 族 : 
{507;7) :7 是 名- 可 测 的 广义 访 V. ,E77 记 一 oo}(Y rE)， 
若 取 7=limg (és,), 则 当 gE€B- 时 ,g 的 报酬 函数 $ 为 :SCz)== 
S757z).: 此 外 ,此 解 族 的 差别 发 生 在 (r=o0). 上 ., 因此 , 若 最 优 停 时 
| 。26] 。 


是 有 限 的 ,这 种 差别 就 自动 消失 . 

上 一 节 的 定理 5. 8. 3 表明 ; 当 gE€B 时 ， 报酬 函数 为 g 的 最 
小 A- 正则 主 部 . 这 个 事实 使 人 们 考虑 是 否 能 在 -和 -正则 函数 范 
围 内 从 方程 (5. 9-1) 中 找到 所 需要 的 解 这 样 一 个 问题 , 然而 ,验证 
AV,- 正 则 性 并 不 总 是 容易 的 , 这 就 刺 | 激 人 们 去 寻找 茶 些 更 容易 验 
证 的 条 件 . 

_ 定 理 5, 9.6 设 zEB(e-)， 则 满足 方程 15 9- 耻 的 孙 数 了 为 8 
的 72- -正则 主 部 的 充 要 条 件 是 : /满足 如 下 方程 ， 

f(r) = g(x) V Eg(é,) V Tf(x)(Y z e E), (5, 9- 8) 
其 中 & (oe ) =limg(é,),g (&,.) = (limeCt,))-. 

证 先 证 必要 性 . gE B(a-) 表 明 ;:r=o0 EH. 又 r=0€ 
7, 由 下 的 正则 性 知 :Ef ($。。 )<f DY rEE). 了 满足 方程 
(5. 9-1 表 明 :g(6J< AD) 六 是 

Tf(x) = Ef (1) > EEe 8 (6., ) = EgCé, )(Y x EE). 

fC?) 一 &(Z) V Tf(z) ='g(r) 1Y Egté, 2) V 人 

. 《V ELE).. . 

往 下 证 明 充 分 性 设 x 为 方程 5， 9 8) 的 解 ， 1 
U(r) Eg(t) = Eimgé, )) 六 凑 一 fg, (€%) = Ei7, 
其 中 7= 一 g-($。), 由 此 即 知 

ulé,) > Es? = E. (CN ) (VE N. 
按 条 件 ， Cu(&,))sen 关 于 PP。 为 受 一 个 一 致 可 积 名 下 控 的 广义 上 
著 . 按 停 时 代 换 的 不 变性 ,有 
Eg(¢o) SC EU) Sur VY ZE rE Xo. | 
Eg(t, ) 兰 EE ae) < FE,) 一 True(zy， (Y € 万 )， 
这 里 利用 了 条 件 ; ro0€E AM, 及 EC) 一 -limalé,). 故 z 满足 方程 
(5. 9-1)， 县 为 有 的 Ns -正则 主 部 . | 


§5. 10 禄 断 最 优 人 上 规则 


.前 前 面 讨论 的 最 优 停 时 均 与 初始 状态 无 关 . 在 许多 情况 下 ， 
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如 果 将 最 优 停 时 "与 二 关联 起 来 , 则 r* 有 可 能 对 某 些 xEE 关 于 
P. 是 有 限 的 或 有 界 . 本 节 讨 论 这 类 问题 . 

”定义 5.10.1 设 一 E.-5 为 目标 函数 8 的 最 优 停 计 . 若 对 点 
zxEE, 存 在 有 限 整数 N(x) ,使 得 P(r" N(x)) 二 1; 则 称 z' 在 点 
z 处 被 截断 . 令 nCz)==inf {NCz) :Pir' 才 NCz)) 二 1); 则 称 n《x) 
为 + 在 点 处 的 截断 数 . 如 果 存 在 有 限 整 数 入 ,使 得 对 所 有 的 x 
E 了 ,都 有 P-G<N) = 一 1, 则 称 r… 被 截断 , 令 x inf(N: P(r < 
NN)==1,zEE), 则 称 为 r* 的 截断 数 . 

本 节 总 假定 :目标 少数 g€B-.. | - 
引 理 5,10. 1 设 ‘SiCx)==Qg Cr) az) 一 SRD To), 
Bi(z)=Sen(7)—S(z), (V 7EE), Bs) = 0 8) 
证 Bi(x) = 0>g(z) V TSeGz) — TSe(z) 
十 TStz) — Si(x) =0 
一 ou(z) = gx) V TStCz) — TSi(z) 之 0. 
a (x) >0=>54(z) TSi(r)>Be(r) 
=g(W VTStz) 一 SCz) &0 
Sn) 一 SnD C05) = SDCSD 个) 
hr) 0. | 
引 理 :$. 10. 2 Bn Cr STHZ). (VY xEE, kEN). 
证 利用 如 下 初等 不 等 式 ， 
aVb—~aVr<b—e(y Lo) 

便 可 得 
Bier Cx) 一 Sea(z) 一 Si(Z) 

一 gz) VTSuiCrz) — g(x) VTStCz) 

TSen(Cz) 一 TStCz) 一 TB 

定理 5. 10.1 ”如果 对 于 状态 zE 下 及 某 个 确定 的 & 之 0, 存 在 
有 限 整数 4 二 ni(z) ,使 得 当 nw 之 ns 时 ,有 | 
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Bi ($1) 一 0(mnodP), 书 ， Ce > 0) > 0, 
则 S,(z)=S(z) (VY nm). 
如 果 对 于 状态 zEE 及 整数 和 ver 名 存在 有 限 整数 m1、 
如" 使 得 当 5 时 :有 四 
有 (人 -人 一 0(modP-) ,了 Li 0 >0) > 0 Gs = 172). 
则 av ， 人 
:证 按 引 理 5.10. 2; ost Su Th < 
TB (7) = EBi(é, -1) = 二 0( 按 假设 ).、 
=>p, (rz) = 0 一 bz) < Tp? = BB =0.Vn > mn). 
=>5,(Z) 二 5(z) (Vn 窟 10). 这 就 得 第 一 结论 ， 
按 引 理 5. 10, 2, 有 : 
BP, (7x) Th, (Xz) 一 EB (4 A) 
全 Po ) 私 Be, 及 《ea 
一 忆 -(B (So /Ft) 
=E.(P. LGA 一 0 (Vn nm) 
人 一 如 ) = 一 Oy 7 全 之 7 )， 
已 知 :B (8 -oOGCY om， 故 ms 加 
推论 5. 10. 1 如 果 对 于 状态 rzEE 及 某 个 k>0, 存在 有 限 整 
数 n4 二 m4.《x) ,使 得 PE 一 0CmodP。 JCY nna) ,PAB ti) 
>0)>0. 网 人 时 忒 在 点 z 处 是 最 优 的 ， 即 SGm 一 Exg (6ru)， 其 中 
一 inf{0 委 凡 魏 mS (6) = 5(G。 )}. 
证 放 委 理 5 4.1,S, (7)—FE.g(é. *). 按 定 理 5. 10. 1， 
SCzr) 一 SCz) = 6%, (7) Cy n 4), 
推论 5; 10.2 ”如果 对 茶 4 尝 0, 及 VYV xEE, 存 在 如 定理 5.10.1 
中 所 定义 的 有 限 整 数 zxr(z) ,使 得 ni 二 sup (mCz):XEE}<oo, 则 
停 时 以 是 g 的 最 优 停 时 , 妈 SCz) 一 Eg($",)(Y ZE 无)， 
证 由 定理 5.4.1 及 定理 5.10.1, 立 即 可 推出 此 结论 . 
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引 理 5.:10; 3 ”如 果 对 于 给 A 定 的 状态 XEE, 在 空间 Et!i(n 
一 吉之 0) 中 ,存在 集 X 和, 闻 PUUi4)>0(0<i<n 一 m 一 1), 其 
中 UU ,={B,(€;,)>0): (6 € A ,); 
U;= {Tg(é,) (6))} .15E 4) (0<in no— 1). 
则 BG.)>0 于 UU 上 Gm 十 1 才 :<&n). 
证 榨 假 设 ,P.(UUs)>0(O< 入 2 一 m 一 1). 于 是 ， 
lo, Bani CE 一 (Sa D 一 SC 1)) :1e 


用 一 
= (St 人 S,) (Em_1) * lv ml 
=E. CBE 多， —m—1) “ Uml 
之 lv »E; i(lo ol _] oe 一 /5 Am) 


按 U., 之 定义 ,B,(&,_,)>>0 Fv, _m 上 .又 P Ue -ov DUO 
Elv, pp-aDO72 1) > 0 于 Um 上 ， 
和 =| D1 CE _ 盖 0 于 内 -~ 上. 
” 依 此 类 拱 ; 即 得 B (&2)>0 于 UE 0+ 1 i), 
定理 5. 10. 2 ”如 果 对 于 状态 zEE 及 某 个 6 汪 0, 存 在 有 限 整 
数 坟 =m(z) ,使 得 。 汪汪 
(1) AS 一 OKmodP-。 DY nn); 


(1) Pk. eye {BG D0 >0. 
则 Sl) Sn (7) = mt =S(r)(Y mEN) ' 且 mm 为 在 
点 基 处 的 截断 数 ，” 、 0 -: 
证 在 引 理 5. 10. 3 中 ， 用 由 1 代 避 代 厨 ,并 取 ; 
Tg SO OEiEm— 1—k -1) 
{S14 E Ai } 一 {B.C&, -12) > OQ}. i. 
则 按 本 定理 之 假设 , 引 理 5.10, 3 下 的 条 件 满 是 . 因 邮 … 江 千 . 
pa 0: 了 于 (全 一 人 GE: A) “全 人 填 . ln i 
=>P ($0 这 人 于 {9 E Ao} 上 和 和 是 的 法 交 全 


.2 


者 zk4o 则 因 PTg( 人 人 5(6)) 一 0 必 导 致 与 定理 的 假设 
矛盾 .因此 ,zE Aho 从 而 ,.-:(z)>0, 即 SiKz)< SCr). 按 推 
论 5. 10. 1, 便 得 定理 中 结论 的 第 一 部 分 . 按 定义 5. 10. 1 及 定理 
5.10,1,2u 为 7 在 zx 处 的 截断 数 , 这 是 因为 

mz) =inf{n € N:P.(B(E, 1) =0) =102n)). 


5.11 停 时 的 随机 化 和 充足 类 


在 前 面 考虑 的 停 时 类 中 ,我 们 固定 o- 代 数 流 多 . = ( 久 ,),en. 
现在 ,要 考虑 多 . 的 改变 对 问题 的 影响 ;为 此 , 记 A (多.)= 
A S(T;F,) 二 sup (Eg(S);:TEAA(F.,)). 一 个 值得 注意 的 事 
实 是 ;如 果 另 有 一 个 o- 代 数 流 多". 一 (多 * ),ew 不 满足 要 求 防守 
多 ?4&E 入 ), 则 就 不 一 定 保持 它 原 有 的 特性 , 就 是 因为 这 个 事 
实 , 在 改变 多 ,时 ,必须 满足 这 个 包含 关系 . 现在 的 问题 是 ; 这 种 改 
变 对 g 的 报酬 函数 S 有 没有 影响 ? 如 果 没 有 影响 ， ,那么 姻 何 利用 
这 种 任意 性 ， 选择 更 简单 的 ， 多 . 和 更 小 的 停 时 类 来 得 到 32 

首先 作 下 列 假 设 : 

H-19.CF°. MF,SFIY HEN); 

H-2 P: 是 P. 到 多 一 CUZ ) 上 的 扩张 . 

H-3 6 一 (rev 通 应 全 ， 有关 FP: 为 济 次 Markov 链 
CY EE)., : 

定义 5.11.1 在 候 HA de 于 可 的 了 
机 化 停 时 类 .: 

显然 ， -AZ ) 二 -4(z 3 Dupe: re 
MF .FS (7). 

定理 5. 于 ,1 车 gEB,; 则 S'=5. 和 

:证 . 按 定 理 5.8,3,5° (zr) =linslim lim Ce) = Sa 这 
个 关系 成 立 的 原因 在 于 ， Qn) 与 无 关 . 
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注 1 按 此 定理 ,这 种 随机 化 并 不 影响 报酬 函数 S .的 最 终结 
果 . 因此 ,从 这 一 点 出 发 ,0- 代 数 流 多 . 可 选 为 :多 ,一 a (6 ,各 ，… 
5)iXVY nEN), 即 可 以 看 作 是 一 个 自 适 应 的 齐 次 Markov 链 . 

例 5. 11.1 假如 对 某 xEE, 有 SCz)= 十 %%, 则 在 A 多.) 
中 可 以 没有 最 优 停 时 存在 . 但 可 以 选择 一 个 o- 代 数 流 .F“, (满足 
H-1), 广 在 -4 (多 ) 审 存 在 最 优 停 时 , 作法 如 下 : 设 PE 
-5( 久 .使 得 co 一 SCz) =supE.g (6 )， 尼 ce (6 2 G 之 1). 假 
定 :4 一 PCw) 为 “个 取 什 于 112) 的 多 -可 测 的 r.v, ;:P(p=i) = 
2 一 , 且 p 与 多 -独立 . 

第 一 步 . 构 作 oc- 代数 流 了 : 

多 一 ca(CGF {p=01Ki < 

第 二 步 .将 了; 扩张 天 .多 上 而 成 为 P : 
Pi (A NN 《p= = Pp=i). P(A) (Yi 之 1,4A E 多 >). 

第 三 步 . 定义 关于 多 ". 的 停 时 ; 

=n(0) we (p=7) 时 (1 入 ;< co 
这 个 停 时 是 关于 P: 是 有 限 的 , 即 P; Cr < =1. 


事实 上 ， (rr =D=U(p=D (n= EF =r- 为 多 -时 


wn Per ~) -er PCr = 


i=l 


SO (m= 1l. 


k=0 i=l 


”第 四 步 计算 Eg(é*) . 
E; gCé:: =e CC， ): en) = Dre=D. Erg(é, 站) 


go 
一 2 Eee ) 一 ce. 


i 
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SCz) 一 ER 故 呈 入 -人 (多 ) 为 g 的 最 优 停 时 | 

例 5.11.2 考虑 停 时 的 变 分 问题 . 

座 人 2 )={rEA(F, ) Ei fk)=C}), (ro EE 为 党 
数 ) 

. 3 (x0) = _ sup{E, gCé, ):TE My. )}. 
问题 : 设 人 sgEEB. 如 何 随机 化 这 个 最 优 停 时 间 是 ? . 
。 构 作 程序 如 下 ， ， 

、《〈1) 作出 nt A(F, ,使 得 ; " 
Eo fl) =a < Ef ) =b>e, 

(这 里 给 出 的 了 可 以 调整 . 因此 ,总 可 以 做 到 这 一 步 )- 

(2) 构 作 o 满足 下 列 要 求 ; 2 

是 多 -可 测 的 io 独立 于 多 sip0 具 有 如 下 分 布 : 


Ptp=1) =, P=2) = : 和 2 Fee (2)) 一 1 


(3) 构 作 实 ”. ,多 ， ;一 ( 2 "i{(p=1), (=2))). EN). 
(4) 构 作 到 .5 上 的 扩张 Ps 
已 : ,AN CO=aD)=PO=D， ‘P, ,A) Gi=1, 2， Le 区 > 
《5) 构 作 rz Z 一 Ti lo + rel es). r” EAT *, ). 
事实 上 ,PsXr* oP (poi). ， (weoo)i=l, 2)=P(p 
一 1) 十 Po 一 2) 一 1. 
E;f(t.) 一 PCO 一 1 。 BFC ) + Pp 一 27 "BE f(t ) 








Ca 十 上 








于 
(6) SCzD =sup{E: gC) EA Ob i 
(7) 设 S。 (x0) = 一 > (zo)， 且 3 a、 bra<e<b, 5 《xo) 和 Sxo) 
都 容易 计算 , 则 驴 C) 二 PCp=1) ,和 Go) 十 Pre=2) :Sa 
注 2 通过 随机 化 方法 总 可 以 将 问题 转化 成 具有 有 限 最 优 停 


时 间 题 . 此 方法 的 特点 在 于 扩大 停 时 类 .能 理 在 更 窑 的 停 时 类 中 了 寻 
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求 最 优 停 时 呢 ? 这 个 问题 在 前 面 就 已 经 提出 来 了 , 当 gEB 时 ,g 
的 报酬 函数 5 可 以 在 停 时 类 -4 (多 ,) 中 求 出 (HZ,) 千 
了 HT(F7.)). 现在 要 考虑 这 个 问题 的 一 般 情形 .“ 

定义 5.11.2 设 风 .= 二 (多 ,)en. 若 多 ,三 ,mnEN), 且 


sup{Eg(t) rE A.)) = sup(Eig(é), TEAMT.)). 
则 称 多- 为 充足 o- 代 数 流 . ”| 
定理 $. 11.2 设 $=(&),en 为 适应 于 多 . 且 关 于 PP。 为 和 次 


Markov 链 g€Bt. 字 .二 ( 光 ,)wen 为 0- 代数 流 . 若 
GD ge 是 多 ,可 测 的 (V nEN) 
GD Eee/er =B /SiodP I rEEnEN), 
其 中 = 为 穿 ,, -可 测 的 rw 旧 Ezlz|<coCVzEE 
证 . 按 定理 5. 8 13(z) 一 lim lim CE (x). 


按 条 人 0) ,SC&,) 是 实 .- 可 测 的 . 令 
=inf{n € N:S(é,) < g(&,) 十 时 (> 0). 
则 按 定理 5. 8. 2 是 g 的 Ce,$)- 最 优 停 时 ， rEAS. ) 
* . SC) < sup (Bg 之 € (区 ， )} 十 E 本 一 - 
i SS (2) < supt Eg(€) rE A )).. i 
度 向 不 等 式 显然 成 立 因为 .好 ( 完 . CEA.). C243 11. + 
中 的 条 件 满 必 ， 即 令 为 充分 th, 
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第 六 章 假设 全 验 中 的 最 优 决 策 。 


假设 检验 在 统计 学 中 是 一 个 相当 重要 的 问题 . 我 们 在 这 一 章 
作为 应 用 专题 只 考虑 两 个 假设 检验 问题 , 着 重 讨论 著 和 最 优 停 时 
在 x-Bayes 最 优 决 策 问题 中 的 表现 形式 ,并 介绍 有 关 结 果 . 


$ 6.1 一 般 决 策 问题 


设 $ 是 (0, 多 ) 一 (E,8) 的 随机 元 . 在 决策 问题 中 它 被 看 作 一 
个 观测 对 象 . 记 
多 一 a(6) = (AA = 1B) BEE， 
9 表示 某 个 参数 集 . 多 二 (Po)oee 为 可 测 空间 C00, ) 上 的 概率 济 
度 族 . 显然 ,对 Y os€9,Po 为 的 一 个 分 布 . 例如 ， E= {0,1, 2,° “2 
6= (Ceo 则 ， . 


Po = 一 _ 一 和 -be E O,zt € E). 


定义 的 一 个 概率 分 布 族 . 在 决策 问题 中 , 假定 有 的 分 布 属于 族 
多 ,但 不 知 的 具体 分 布 :或 者 全 不 知 或 者 部 分 不 知 . 统计 推断 就 
是 要 求 通过 观测 数据 得 到 的 分 布 信息 .而 决策 问题 就 是 通过 观 
” 测 数 据 对 专 的 分 布 为 茶 Py 之 假设 作出 判决 并 分 析 这 种 判决 所 引 
起 的 风险 或 损失 . 数学 描述 如 下 , 设 (P, 急 ) 为 决策 可 测 空间 ,有 (6， 
d) (9EB,dED) 表 示 《 的 分 帘 为 Py 的 决策 所 引起 的 损失 , 称 为 
损失 函数 , 假设 ,对 Y 0E 6,3 唯一 一 个 正确 决策 4ED,3 LC0,4) 
一 0. 对 每 个 观测 值 xE 互 ,都 可 作出 一 个 相应 的 决策 dE D, 其 损 
失 为 了 (0,d.). 显然 , 按 概率 分 布 Po 考虑 平均 损失 比较 合理 . 基于 
这 种 考虑 , 自然 要 求 作 出 的 决策 所 导致 的 平均 损失 最 小 . 设 
二 {d:d 是 (0 多) 一 (D, 儿 ) 的 随机 元 }. 
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按 可 测 函数 的 表现 定理 ,对 Y dzEA4A, 有 <=d(e) , 称 dE4 为 决策 
规则 (或 决策 函数 ). 令 
Rd = EoL(0,d(é)) (0 €E Bd € A), 
其 中 Eo 表示 关于 Po 的 期 望 算 子 , 称 ROO， 四 为 风险 函数 
下 面 介绍 决策 问题 的 几 种 类 型 . 
问题 1 设 0Ee@， 要 求 找 出 一 个 决策 本 数 4 ,使 得 
EoL(0,4*) < EO,d) (V d €A). 
问题 I 设 L0GO,d)==(L1(0,d) ,Lz(0,d)), 即 二 维 损失 画 数 
矢量 , 令 
= (人 E4:P10dC6)s 和 scCYbEG))， 
其 中 >0, 要 求 找到 一 个 d 和 入 ,使 得 
~ EsLyCOd* (€)) < EL.(0,d(t)) (VOE Od € A). 
问题 下 、 要 求 寻找 一 个 0"E6,d" EA, 使 得 
- ROO' ,d*) = min maxR(O, 四 - 
. 问题 V ,对 事先 指定 的 >0， ,要 求 找到 9€0 和 deE4， 使 得 
| RO, 四 Se 
这 里 。 表示 可 接受 的 风险 界 ， 罗 
”问题 V 设 (6, 人 2) 为 参数 可 测 空 js 间 ,x 为 定义 在 此 空间 上 的 
rv 9 的 一 个 沈 验 法 率 分 布 . :Bayes 最 估 决 策 问题 是 ， 要 求 找到 
一 个 中 EA, 使 得 
ERCO,d* ) 一 qin 有 RD， 人 
其 中 5 表示 关于 分 布 x 的 期 组 算 二 、 i 
定义 '6.1.1'; 设 G 为 (REG) 到 自身 的 变换 群 . 
， 车 9 对 Y gEG,g 保持 裤 不 变 , 即 当 Po 为 gC 的 一 个人 
时 ， Pr€ED. | ， 
(i) 设 应 ,有 Pw 分 别 为 和 ge) 的 分 布 , 则 由 关系 2 : i 
PE EB)= Ptg(E BV BEB: 
定义 一 个 变换 9 =g():9->8, 且 此 变换 8 是 1-1 对 应 的 . 
“271， 


~ 


对 Y gEG;I g' 二 h(g):D->D, 使 得 有 h 为 一 个 同 态 , 即 : 
六 SI。8gz) 一 /CEID)。A(82) 人 B81\82 和 C)， 
且 损失 函数 在 此 变换 下 不 变 , 即 - ~ 
L(g(0) ,g' (d)) =L(0, 2) ‘oy 0€ 0,dE€D), 
则 称 此 统计 决策 问题 在 此 变换 干 不 变 ,，. | 
定义 6.12 若 决 策 规 则 <E4 满 足 要 求 … 
EL d(§)) 之 EoLC0CCE)) (YY OO E 9)， 
则 称 a 是 无 偏 的 . . 
定义 6.13 车 4d,d'EA, 且 
Rd < RGAd) (¥ 0 € 6)， 
又 3 0€ 0,FRO sd ) < RO d), 
则 说 4 受 忆 控制 . 称 & 是 不 可 允许 的 . 如 果 4 中 没有 任何 元 素 控 
制 4, 则 称 4 是 可 允许 的 , 如 果 4A 中 的 子 类 A 具有 性 质 :对 Vd 所 
人 ,dEA ,4d' 可 控制 a， 则 称 必 为 一 个 完备 决策 类 . 如 果 在 完 
备 类 入 中 不 含 任何 完备 子 类 , 则 称 4 为 最 小 完备 决策 类 . . 
注 1 A 中 的 元 素 凡 受 控 的 均 可 册 去 而 不 影响 最 优 决 策 问 
题 . 对 于 x-Bayes 最 优 决 策 , 所 有 的 Bayes 解 a* 及 它们 的 极限 全 
体 构成 一 个 最 小 完备 类 ， . 
定义 6. 1.4 设 r 是 (0， 30 一 IN 1 的 可 测 哆 射 ， 其 中 N 
二 (0; DR ;六 为 N 中 子 集 之 全 体 ; 洪 对 VY BEZ, 条 件 概 率 P。 
(EB/o 与 4E6 无关 , 则 称 + 为 关于 多 (或 9) 的 一 个 充分 统计 . 
定理 5.1.1 设 石 为 一 个 离 瞬 空间 .rt 为 关于 2 的 一 个 充分 
统计 的 充 要 条 件 是 ,对 Y 0E ,存在 办 于 分 解 、. . 
pol 芭 ): 汪 Bekzjy “hCG rE FE), 
其 中 7 Pol) PE= TI ht) rEE) 与 无 关 , gr(n) (EOnE 
-Af) 与 工 无 关 . 
证 ”必要 性 ; 设 为 纺 的 -在 充分 统计 :可 有 厅 数 的 表 
定理 ,有 r 一 z(E)， 因此 ,对 Y 6EG 有人- - 
pelt) = BoBoliesi /rT) 
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= 有 (licp=rojEo(1e-avre)) 
= Elnwyeaw bot 一 z/r(E) 一 rGCz))) 
= Pi(r 一 rz))PoC = xr/r = r(x)) 
= go(r(7X)) + hz), 
其 中 go(rGCz)) 一 Po(r 一 r(z))， hx) Ps re/r= -ete)), 
按 假设 ,h(x) 与 9 无 关 . - 
. 充分 性 ， 设 zs(z) 一 go(r(z))。 hz)， 则 


Ps/ BE 


PE€=7) _ golr(z) hr) 
Po(r 一 r(Cz)) Polr = 7 


Polr = r(z)) 一 ZiPelr = r(x)/f = y) .Pi = _)) 
~ Dp- = Wl 
一 RT 


-wi he. Lew CD. 
其 中 BCz) 二 {y:rC) 一 zCD)) 综合 起 来, 得 本 
PIG : 一 -xl = r(z)) 一 -Ca ZH Dl) 了 
由 此 即 知 ， Perzlo 与 jgEe. 无 关 ,， 


86. 2 假设 检验 回 是 


这 一 节 介绍 统计 决策 中 类 很 重要 的 实际 问题 即 通过 统计 
类 检验 某 候 商 五 的 正确 性 . 让 “ 收 设 如 "人 A“e 具有 概率 分 布 
o”. 现在 要 求 对 接受 还 是 拒绝 & 假 设 . 玉 "作出 决策 ,de 表示 接受 ， 
也 表示 拒绝 邯 决策 空间 吧 由 一 个 元 素 组 成 ， 将 到 ,9 分 解 成 两 
个 不 同 的 部 分 ; ' 
»273. 


ZZ = ZU HD,0 = 0 U0. 

当 OEG, 或 PrE 到 时， 接受 假设 27 0E0: 或 PE 多 时 , 拒 
绝 “假设 HH” 

定义 6.2.1 记 Si:(d)=={r€EE.d(z)=d) (dE€A,i=0,1), 
若 0EB, 则 称 Pi(SES1(4))==Pold 作 ) 二 qd) 为 第 一 类 偏差 ( 即 假 
设 互 正确 而 被 拒绝 的 概率 ). 若 9€ 9, 则 称 Po(&€ So(a))= 
Po(d(5) 一 do) 为 第 二 类 偏差 ( 即 假设 豆 不 正确 而 被 接受 的 概率 )， 

如 果 能 将 这 两 类 偏差 同时 控制 到 最 小 程度 则 能 得 到 相对 比较 
理想 的 决策 ,但 盖 般 很 难 实现 . 因此 ， 在 假设 检验 中 一 般 放弃 这 种 
考虑 而 提出 下 列 决策 问题 : 

和 I 设 四 | 
= {d € A:Pdt) = di) Sa (YO0€ 0)); 
其 中 a 为 人 所 有 的 下 现在 要 求 找到 一 个 决策 函数 d* E 
和 ,使 得 

Po(d (é€) 三 Wo) 到. qinPvadG) = -4 (VY 0 € 0,) 

或 Pold” (6) = qd) 一 Pd = 四 ) 《(VY 0 € 0,). 

问题 I 设 

Li(0,d) = 16.C0); ‘Li0, a : 一 0(Y8 e 9); 
Li(0,di) =0 (YY 0 € 0),L(0,d) = 10. C0; 
= (d € A;EoL (0,dté)) Sa ly 9E 6 . 

BOO,d) A Pod(é) = do) = EL (9,d(€)) (9 € B)， 

则 最 优 决策 问题 是 寻找 d* EAa; 使 得 
BC0,d') =— ming(O, d (Y 0€ 0,) 

或 P60, d* ) = winp C0, d) WIEQO, 


其 中 BA0,d) = Ea(0,d(e)) (Y 9€0). 
“… 注 芋 : 易 见 ;问题 1、1 等 价 . 仅 区 别 于 表述 形式 . 
问题 五” 记 外 二 lw-ay; 则 
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9.0 — (0,1],% ff [0,11). 
BC(O0,d) = Pold(€) = do) = Epé) (0 € GD); 
HX7) 一 0 或 1 VxzEB. 
按照 8(9,4) 的 解释 ,其 值 越 大 ,放弃 这 个 0 的 根据 就 越 充分 . 因 
此 ， 可 以 称 8(6， qd) 为 功效 函数 ， 且 B00, d) = Ep(é) (9EQ); 称 9 
% 检 蛤 西数 这 时 ， 最 优 决策 ， 问题 工 ) 可 转化 成 如 下 形式 , 设 
| 个 ?为 (De 一 C[0,1], Bf [0,1D) 的 可 测 映 射 } 
一 (PE 5， :EE) Sa (VY 0 € @)) (a > 0). 
并 yp" EB, 使 得 ,对 VY ge Bi, 有 
Br' (0)= =maxBr(0), 


其 中 Br) = Ey). | 
问题 设 E 为 一 个 离散 空间 . = 二 (Ri)i-o,1 
“假设 BH” 全 “服从 分 布 Po”; 
“假设 KK” 全 八 服 从 分 布 Pj”; 
令 pi(x)=Pi(§=7x) (i=0, Lz€E), 则 最 优 决 策 间 题 表述 如 下 ， 
要 求 确定 判断 域 S' 导 EE; 使 得 | . 
pS*) Smax {pS) = ~ Bp) :SEE, Bnd < 


定理 6.2.1 (Neyman Pearson 定理 ) 设 ， é: (9， 多 ) 一 (下 
4) 的 随机 元 ,其 中 五 为 离散 空间 . Po,P, 为 (0， ,Ft) 上 的 两 个 不 同 
的 概率 测度 . p(x)=Pi($ 二 z) (i 一 0,1,zEE), 定 义 (E,Z) 上 的 
分 布 :B,(B)=Pi(E€B) (VY BEE) (i=0,1). 设 4 为 (E,4) 上 的 
有 限 测度 , 且 Pp (二 0,1,). (例如 ,可 选 p 二 Po 十 Pi). w(x) 一 
Cx) (xzEE,i=0,1) 为 PB 关于 4 上 的 R;-N, 导数 . 则 

GD 在 “检验 吾 反 对 及” 的 决策 问题 中 ， 

3 ERrER: =[0,00], 广 
(a) Eog’ (£)=a, 
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当 上 (z)>reve(Cz) 时 ， 
(b) yg’ (zx)= = 0， 当 (2)<nw(D 时 (XEE). 
i) 车 yg* EB, 上 且 满 足 (a) 和 Gb), 则 gp' 必 为 在 水 平 a 下 “检验 
了 二 反对 天 ”的 最 强 检验 函数 , 即 对 Y 9 和， 
有 Exe)<Ep' (é). 
Gii) 若 zy 为 在 水 平 下 “检验 五 反对 天 "的 最 强 检验 函数 ， 风 
3 rmEKR+ ,了 要求 bb) 对 他 (mod/) 成 立 ,8" 也 满足 要 求 (a) ,除非 
存在 一 个 检验 器 数 , 其 值 小 于 a, 功效 为 1 . 
证 车 "一 0 或 1, 则 选取 一 十 oo 或 0， 即 知 ， 定理 成 立 以 下 
假定 0<a<l. 
“ 先 证 GQ). 设 lc) 二 Poty(€) 之 cvo《)). 由 Pn 知 
ale)= Polv(€) 客人 人 ) ke) > 0) 
一 Po(r(é) >c,w%(t) > 0) 
= Polr(é) Se) | 
一 1 一 Pr oo), 
其 中 户 Gr( 多 和 9 为 r(6 在 .Po 于 的 分 布 函数 , 因此 ,wx(c) 对 于 cE 
R+ 是 右 连 续 的 , 且 单 调 不 增 . 显然 ,有 x(0) 一 0,x( 十 se) 一 la(c 一 
0) 一 eko) 二 Polr(&)==c); 因 此 ,对 给 定 的 0<a<1, 廊 程 
oa) CaSal—0) 
总 有 解 cER+=t0， co). 定义 J 
zn ={ ? 当 witz) > coulz) 时 ， 
0， 当 (x) eowlr) 时 ， 
若 a(co 一 0)=ate) , 则 定义 9(Cz) 一 IT 于 人 ( (x) =cow x)} 上 - 若 a 
(eco) 之 akco 一 0), 则 定义 ” 
Kr) = 全 于 (nn = md}. 
取 ro=co,Mg ?满足 要 求 (6) ,也 满足 要 求 a)， 事实 上 ” 


EH§)= PoCr(e) > ow) + Po) 一 co) 


2 
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Te dx hv 


一 (co) 十 aa 一 aco) 一 aq， 
故 9 满足 (a), 令 9 = 则 g' 即 为 所 求 . 
次 证 (ii) 设 g' EB, 且 3 roEKR4+ ,六 要 求 a) 和 (b) 成 立 . 让 9 
ERB, 令 
Si= {x € E:p’ (x) ~— g(x) > 0), 
S = {7r€E EP?'() 一 oz) < 0). 
从 S+ 的 构成 中 可 以 得 出 : 
TE ST 9 (7) > 0 7) 之 romkr)i 
ES Sp (7) 1 Sr). 
于 是 ,下 列 关系 成 立 ; 
| er 一 多 (人 一 ”rom)dp = | (2 — DO 一 mo)dw 之 0. 
El(g' (€) 一 HH) rE lp’ (£) 一 6) ) 
一 mo(a 一 Et)) 之 0. 
故 ~ EX) <Eyp'(é). 
这 表明 ， 9 是 最 强 检验 函数 ， 


最 后 证 (iii), 设 yr 为 水 平 a 下 的 最 强 检验 刻 数 . 按 结论 G) 和 
(Gi), 有 


Ey (€) = Eg CS) ,Eop’ (&) <w = Ep C(O. 
仿 B= (x € E,($ x) — y° (7)) Cr) 一 rw 人 z)) 天 0)， 
则 当 zxE€B， 且 w(x)>row(z) 时 ， PT) —p" (z) 一 1 一 一 六 (x)>0,° 
当 zE 了 3， 且 w(z)<row(z) 时 ， PCz) 一 入 (7)=—9* (7)<0. 
于 是 ， (9(#)— a (TH) rom xz))>0 (VY EB). 
假如 wx(B) 之 0, 则 必 有 
‘ | G- 9 6 一 rom)dw > 0， 


1.G- 2 Ci — rovo) dp 一 | Ge- 8 Dv — rov) dp 
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= E(P (6 一 1 (的 ) 一 roEo(2 (OO— 9 (人 ) 
=— ro(¢ — Eop' (§€)) 所 0. : | 
这 就 导致 矛盾 . 故 KB) 二 0, 即 ， 四 
($ (Xt) — (Tr) 一 rom(z)) = Omodp). 
故 9" (z) 一 5(Cz)(mod0 于 (mw (Z) 天 rom (zr)} 上 ,， 即 9 满足 要 求 
(0). 
令 A={r7EEiv(z)=row(z)}, 则 
Ep’ (6) = EB: 1a) + Ey wla) Sa= Ey (); 
Ep' (8) = EGula) + E(u1a) = Eg (6)， 


于 是 
Eg 11a)=E9 1) EP * wla) SE, (Prola) (6. 2-1) 
roEn(¥’ vola) = ro (5 如。14)， (6. 2-2) 
如 果 (6. 2-1) 中 第 二 式 的 等 号 成 立 ， 则 必 有 
Ey' (6) 一 允 


从 而 ,9 满足 要 求 (a). 如 果 (6. 2- DD 中 第 二 式 严格 不 等 , 则 (6. 2-2) 
式 只 有 在 mo 一 0 时 才能 成 立 , 这 时 
Eop' (6) <a, Eg’ (6) = EF (6)14) 一 1， 
这 正 是 结论 Giii》 中 要 排 去 的 例外 情形 
推论 6.2.1 设 cE(0,1)， B 为 水 平 a 下 “检验 H 反对 ”的 
最 大 权 . 车 PP 去 Pi, 则 a<p. 、 
证 显然 ,Xz)=aE.. 按 假设 ,有 
EH) < Bh, 即 a 志 hf. 
车 a= PB, 则 (x) = 为 水 平 a 下 的 最 强 检验 函数 ， 按 定 理 2.1 
《iii ,有 
| < 一 wz) = G(x) (modp) 于 tz) 天 row(Cz)) 上 ， 
这 里 kX 二 Bo 十 PB , 按 9 之 定义 及 0<a<1, 有 
KX) 和 关 rom(z)) 一 0 
-NACOCZ) = rom(z)) 一 1 
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盖 Ew ‘== roEwo 汉 ro “ 
一 nz) 一 mw(z)(mnodjo 于 EL 上 
一 P, = Pi 这 与 假设 韦 居 . 故 4 < 及 


6.3 检验 两 假设 问题 


设 £=(&,nE); 如 是 (00, 多 ) 一 ( 弦 , 多 ) 的 随机 元 ,人 = 
1 人,2 Fg(), 儿 =(Pi,i=0;1) ,为 (0, 久 4) 上 的 概率 测度 
族 .“ 假 设 .HH7 人 “服从 分 布 P”G=0,1). 决策 空间 D={0,1).8 
为 (0, 多 )-*6 一 (0,1 的 可 测 上 映射 ,m 为 人 0, 多) 一 (人 [0.1], 表 人 
[0,1]) 的 随机 元 ， 且 具 有 概 案 分 布 久 用 在 他， "上 引入 概率 没 
F" 浇 是 下 列 要 求 和 

CD POO 4/16) No. ROOla nl my a 

(2) P(O=i, A/xo)=P(0=i/no). P'(AY (AE Phin0l Da 

(3) Det) 如 果 + 是 集中 在 "ELo, !J 上 上 的 分 布 ， 则 记 PP 
为 Pe es 
定义 下 列 符号 ， 

(FF 2 一 (FR "mEN): Fim), Peelentione ,Cn 
之 1)... 


py 
日 4 


»、 和 


{r; (cr 为 有 限 的 GN 2 )- 时 }; 
2 ;取信 于 Df 多 可 测 }; CEA. 
ey 3.1 - 设 
A= (5， 8 = (rd), EA a E 
则 称 4 为 决策 规则 空间 ， CEA 称 为 决策 规则 或 决策 函数 ， 其 中 * 
表示 停止 观测 的 时 刻 , {d= 二 让 表示 接受 假设 i, 二 0\1), 全 
考虑 两 种 类 型 的 损失 .第 一 类 损失 由 观测 代价 3 起, 假定 观测 
一 次 的 代价 为 c>0, 则 由 停止 规则 rE -4 引起 的 损失 为 cr, 第 二 
L(0,d) 一 Qtip-iidnel TT bligm0d=t? 
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其 中 ab 为 正常 数 . 在 决策 规则 6=(r,d) EA 下 所 引起 的 风险 CY 
均 损 失 ) 为 
O06) = Elc * 717) + EL(0,d). 
.其 中 琉 . 为 关于 已. 的 期 望 算 子 . 令 . 
a(O) = P'(d = 0), (0) 一 Pd = 1), 
则 Ox(0) 一 axa(3) 十 0(1 CO— x)pO) + cErr, 
‘Er= AEr+t (1 — mE. 
其 中 也 ;表示 关于 的 期 望 算 子 (i=0,1). . 
定义 6.3. 2 “如 果 存 在 一 个 决策 规则 5" 二 (rz" ,d" )EA, 使 得 
.£60°) = in{f{8.(0):6 € A}(Y :x € [0,11), 
则 称 六 为 关于 和 4 的 x-Bayes 最 优 决 策 规则 . 
注 1 这 里 介绍 的 概念 实则 为 问题 Y 的 一 种 翻版 . 不 同 点 在 
于 损失 与 风险 均 有 明确 的 宸 示 、 本 章 后 而 的 几 节 将 只 讨论 与 区 
Bayes. 最 优 决策 有 关 的 问题 人 


6.4 x-Bayes 最 优生 加 题 的 转化 


本 节 讨论 由 天 Bayes 最 优 天 策 到 最 侈 停止 的 转化 问题 

定义 6.4.1 设 f=( 必 ,,nEN), 7= (1,,nEN) 为 定义 在 概率 
空间 (1, 多 ,P》 上 ; 且 分 别 取 值 于 (下 ,多 ),(Y, 多 ) 的 随机 序列 ， 
(8 ) 一 (BiorELf 其 中 多 Yo(y0s&Sn), 若 

0 是 多 六 可 测 的 , 即 太 1(B)EIY BE ), (ynEN); 

GD 对 Y 4 沁 1, 半 映射 @:(YXX,2 XR) ), 
D0) 0)) CmodP). 
则 称 7 为 一 个 关于 (ze ) 的 迁移 统计 系 . ee 

3 醒 6 4 r' “ 设 9 为 定义 6. 1: 1 中 的 渤 和 统率 By 7€ 
N, 有 : i 

Plé, EBP LPENEBI (YY BEA) ;， (6. 41) 
则 随机 元 7 为 关于 .P 的 一 个 Markov 随机 函数 , 即 
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Po €E 4l2Z9 =PoEap) (Y AEW) CAEN)， 
(6. 4-2) 
证 (6.4-2) 式 等 价 于 :对 任意 有 界 可 测 映射 
f:(Y,2) — (R,%), 
有 E(f Opn) | = EG) IND) (modP) (Yn €N) 
C6, 4-3) 


设 Fo 二 3 C1, Cz) (BEY) ; 则 


EC bt) |= Serco ) » lp Cn) IoD 
-一 Sg Eds) 195). 
k=1 


一 8 CIE, (Ct) |7,) 
一 1 - ， 


| = ECpO7 ,bari) (7,). 
因此 ,(6.4-3) 式 对 了 为 简单 函数 时 成 立 . 对 一 般 情形 ,可 通过 简单 
函数 通 近 ,并 利用 Lebesque 控制 收敛 定理 即 可 得 所 要 求 的 结论 ， 
现在 , 设 £=(&,nEND;6 是 (0,F)->(R, 儿 ) 的 随机 元 . PP 
(= 二 0、1) 和 P 均 按 $3 中 所 没 . 假设 关于 P' 独立 同 分 布 . 易 证 ,& 
在 (0w9 ,上 也 是 独立 同 分 布 的, 修 定 密度 wz) = Sa 
(zxE 霓 ) 存 在 . 
令 多 ,=c(ro)， gd 
m=PO=1|F0),n, = PO=1|F,), (6.4-4) 
按 可 测 函数 的 表现 定理 ,3 多 元 Borel 函数 使 得 
7 一 ro， 《6. 4-5) 
记 宙 =zmw|iany 则 下 是 多- 可 测 的 (mn€EN). 
引 理 6.4.2 了 =(m,,nEN) 有 如 下 表现 . 
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HH 十 】 
A ol (é, ) 


' Ti 十 1 一 一 和 一 一 一 一 一 
me 十 C1 — mm) Iw 
MG) 
in) tO mn) C46) 
证 先 证 


P(0=1,， 和 HE 有 | 多 ， )=nP' (én EB) modP). (6. 4-7) 

事实 上 , 令 ,={4on4'， ArEamo), A' EF!) ), 则 2 为 0 
上 的 一 个 - 类 ,0E -94,, 且 多 .==0《-xY,). 于 是 ,《6.4-7) 式 等 价 于 : 
对 VY AELY, ,有 

[PO=1én € BOdP 一 | nr, P (én € B)dP. 


(6. 4-8) 
注意 到 # 的 独立 性 及 尸 之 定义 ,有 


| Pc 二 184 € Bl,)dP -| ,lem 4 eadP 
”一 E(aP(O = 1,é.€ B,A! |rxo))， 
二 瑟 (1a。7o。 P' (éi+ 入 B,A')) :. 
=P'(én € B)ECLNroP AN 
=P' (én1 ED)EGAP(O 一 1 Ix)) 
= P’ (St < | ， | lead 


-| Pp CE B) nap, 


故 (6. 4- 8) 趟 成 立 ， 
同 理 可 证 
P(0= 0,， én € BIF,), ” 
. = (np EB) (modP). (6.4-9) 
将 (6. 4-8) 和 (6. 4-9) 式 结合 起 来 ,得 
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Pl(é,41 € BI.,) 一 TeP (én €. B) 
| 十 0 — XP (Er € B). (6. 4-10) 
另 一 方面 ,有 0 
P(O=1,8n EBIF,)= EC(CP(O = 1, € BIF,)N.,) 
= Ee enPO= 1 FD). 


= EwenengmilF). (6.4-11) 
联合 (6.4-8),(6. 4-10) 及 (6; 4-11) 诸 式 , 可 得 
天 (1 1€EB} T+! 20_ 四 ‘nx, P” (€, EB 
PE mEBID,) -xP'é, ED PE 
i i (6,4-12) 


现在 ,让 zEB, 且 Btz)， 在 (6. 4.12) 式 两 边 取 极限 ， 然后 ， 
将 z 改 成 与 is 即 得 (6. 4-6) 中 的 第 工 等 式 . 利用 出 式 反 复 揭 人， 色 
得 (6. 4-6) 中 的 第 一 等 式 ， 
引 理 6.4.3 HsinEN0 为 个 生计 县 为 齐 
次 Markov 随机 函数 . i 
,证 - 按 (6.4-6) 式 ， 立即 可 隐 证 定义 6. 4 1 中 的 条 件 GD 和 和 
ii), 于 是， I 为 一 个 迁移 统 社 系 . 
按 引 理 6. 4. 1, 工 的 Markov 性 由 下 式 保证 ， 
PEAi EBIF.) 一 Per E BIn) (VY BEB,nE N). 
此 式 由 (6. 4-10) 式 推出 ， 
最 后 证 明 , 开 的 齐 次 性 . 设 f 为 任意 有 站 Borel 函数 ， 则 
E(f (nn) | 3 cet EC gs tN) 1 一 和 
- 二 起 《AKC 和 HTDDD) 一 CD)) 
= E.f(x), . 
故 Bf ) (miodP). - 1 
3 二 G44 对 YsE[ol], ii  : 
(GD)H= (xs 2 on EN) 关 于 P. 为 齐 次 Markov 链 ， 
GDEL= (594,nEN) 关 于 P. 为 Doob 默 . 


1 
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证 由 引 理 6.4.3 及 让 之 定义 得 出 . 


网 _ [1 ant2b(1—m), 
定理 6.4.1 re 全 人 ) 则 


0， 下 由 
D6 =(0,d")EA; - 
(i) pC )<p(0), 其 中 6 一 (rid)， dE ot 
pr(6)= pr(r,d) = Exe “rt L004)) . 
.= cEr taxa(d) + 6(1— BR); 
aC6) = P'(d =0), BC6) = PoCd = 1). 
pe =inf (Ec * rtLOO A = ,Ad) EA 
=inf (ECc* t+glr)): EA}, 
2 WE (ar) 人 (OK1 一 x)) (rELO,TD:. 
证 是 榴 ,让 是 多 -可 测 的 .因此 ， qd “ED. 从 而 6 €4 此 
We 吉 论 G). 人 
“结论 (i 访 : 6 让 驭 从 下凡 个 步履 证 咀 EE Fo 
芒 =P.O=119) ==x SS 外 (modP:) (Y weE[6, 中 


“ 吾 实 上 : 找 引 理 让 4.4， 过 存在， re =P(0= i192 对 y 4 
Et, 有 


i . 和 
; 
dP: PO~ vb = = | [路 sdP。. 
LA ~ ， 人 2 
和 = 和 pgp 1 


次 证 2 POS1,0=0 EAA 


: “Pr ed0id = 1) etdie 1 — Tt)), 
事实 上 A 
P00 = 1 A ND nN.0) oe x —P'(d = 1)) 
nb (1 Tid a (~ 2 信和 


二 vcd 


人 Te 本 


= E.((1 — d)m). 
同 理 可 得 P.(0=0,d=1)=E.(d ， (1 一 zr)). 
再 次 证 (i). 设 5=(r,d)EA 则 按 上 述 结果 ,有 
p= Ec * t+ L(0,d)) 
= 人 cErt+aPdl = i,d= 0)+6P0 = 0,d = 1) 
=cErtt Erlanr(l.— d) + 6(1— rr)d) 
之 Elc* rt g(r)) = 0.(0"). 
最 后 证 Gii). 按 结论 (ii), 有 
p= inf {pC6° ) :tr € -At 
~ in{f{p.(0):6 € A}. 
定理 6.4.2 设 A(F.)={t:t 为 有 限 ( 人 YF .)- 时 }， 
MMF) = rEACF.) BET, (Vr ELT0,1)). 
EN) = ar) A G+ (1A)) rE [0,1]). 
则 定义 6. 3. 2 中 的 x-Bayes 最 优 决策 问题 可 转化 成 关于 齐 次 
Maykov 链 卫 二 (x, ,多 ,.nE€EN) 的 最 优 停 时 间 题 , 即 
Pl) = inf{Elc t+ gr EAP.) (Vx € [0,1)]) 
. (6. 4-13) 
证 rE (7 ,) 表 明 :r 是 多 -可 测 的 . 因此 ,有 
7 一 rroi6 ye ，…)， 
令 T=r|s-n 则 TEAt, 且 Ecr 二 Enr ,于 是 
. Eg(n) = Eg (zt), 
反之 ,对 Y VE 让 r=T, 则 rEA(9,). 
上 述 分 析 表 明 : 
inf{ 尼 (cr- 上 gr)):rE A'(F.))} 
=inf{(E(c + r+ gC)):r € -4 
按 定理 6. 4.1,p(r) 一 ce 
推论 6.4.1 设 r* EW'( 多 .), 且 
pr) = ECcr’ + gO)) (VYrE [0,1)), 
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则 在 定义 6. 3. 2 中 的 x-Bayés 最 优 决策 问题 之 解 5 为 
6* 一 《rr ,0 ":), dad’ 一 le > i 


且 决 策 规 则 8* 斯 引起 的 两 类 偏差 为 


aoO= Pd =o0=D= POD | 


= Ean) 


_ Po DD 
pp =1/9=0) = -FT 


=- Ea: dx 7) 


注 1 将 C6. 和 13) 趟 两 刘 改 于 下 本 得 ayes 最 优 央 策 问题 


的 另 一 种 形式 ， . 
PX) 一 一 C(r) .= sup {EBs) 一 _ 0): T EA (FH,)}, 


其 电 &(7) 二 一 g (7). 因 此 ;nx-Bayes 最 优 决策 问题 被 转化 为 斑 个 


具有 固定 观测 代价 z, 折 扣 率 为 1 的 Markov 最 优 信 时 间 题 . 该 问 
本 -和 汪 果 将 在 下 一 节 介 绍 . - . 


§.6.5. 有 观测 代价 的 最 优 停 止 


设 义 = (nN) 是 (0 ,>(E, 2) 的 随机 元 序列 . 其 
中 (多 .) 为 多 中 的 0 代数 流 ， X, 是 鬼 可 测 的 ， 对 VY XEE,X 关 


于 已 . 为 齐 次 Markov. 链 ， 自 祈 始 次 态 为 x 定义 下 列 符号 : ， 
& 一 g(x) (ze 二 一 一 目标 函数 ; 
< 一 c(z) (rE 已 一 一 观测 代价 函数 ;- 
go.olB) = = ga)s. 


Li 


fxlg) = CD 一 Sx), Ds 


可 = 天 


aE (0, 1 一 一 折算 率 ; 
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6: 5-1) 


-AU 二 {Tr:T 为 有 限 ( 人 ,多 0)- 时 }， 
rz 一 1 “ . ， 
Mac) = {rE AE( DAKOlesd) < (Vx EE)). 
. i ” | k=0 . 


+ - ， ， (6. 5-2) 
SCz) 二 sup{Egor(8) ;TE -Co (报酬 函数 )， 
(6. 5-3) 
本 节 讨 论 (4sCg)， ,snEN) 的 最 优 停止 问题 ; 这 里 《8) 可 以 
解释 为 人 时刻 开始 到 时刻? 的 实际 输出 结果 ， 
定义 6.5.1 设 及 之 0, 藻 rc€EAlasc) 满 足 要 求 : 
Se Eps) (Vr EE), .6.5-4) 
则 称 为 g 的 (e,S)- 最 优 停 时 ,简称 zo 为 g 的 最 优 停 时 
定义 -6.5.2 设 fEB( 定 义 见 第 五 章 ): 若 
f(r) g(r) V aTflr) — cer)) (x € E), (6.5-5) 
其 中 算 子 工 定 义 如 下 ; : 
Tf(z) = Ef(X;). 
则 称 了 为 g 的 (a,c)- 过 剩 主 部 . ， 
下 面 讨论 (ec)- 过 剩 主 部 的 菜 此 基本 性 质 . 假设 0<a<1. g€ 
名 ， 且 有 界 KK. clr) 守 0, EEc(X,) < 7 EN) ` 定 关 算 子 
Qe 加 的 、 
Qor fr) = fx) VY aT fT) NT)),: (G6: 5*6) 
引 理 6. 5.1 QE LAE EY ,615-7) 
.ang = gLY (ad 和 5SgCz) ~ cr) 《6.5-8) 
"证: 由 算 子 Qs 之 定义 谤 妈 得 (6 5-7) 葡 : : 
按 (6. 5-7) 式 及 算 子 了 的 保 序 性 ,有 i 
RQ DE CT) (RT) EA E CT) er), (6,5-9) 
反复 应 应 用 (6 5-7) 式 及 (6. 5-9) 式 ,可 推出 (6. 5-8) 式 . . 
引 理 6.5.2 令 v(x)=limQ&.ag (7)， ‘(6.5-10) 
则 GD)v 为 g 的 最 小 (a,c)- 过 剩 主 部 , 且 
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lw(z)1 委 sup(lg(Cz)l:zeE 匹 ) = 天 到 co. 
GiDv 满足 如 下 递归 方程 ; 
v(t) = g(r) V (aTv(r) — cr)). (6. 5-11) 
证 车 有 (zx) 声 f(z) (zxEE), 则 由 Qs 之 定义 , 易 知 
Qi filz) SC Qiss filz). 
QI) EVAR =K 
之 |z(z)| 委 天 ， 
按 引 理 6. 5. 1,o 存在 . 应 用 Lebesque 有 界 收敛 定理 ， 可 推出 ， 
v 满足 方程 (6. 5-11). 
为 证 结论 (i), 设 f 为 g 的 任意 (a,c)- 过 璋 主 部 , 则 按 定义 
6.5.2, 对 Y zEN, 有 . 
Qof lz) > Qi jg 7). . 
由 (6.5-5) 式 ,可 得 
f(x) fr) V (oTf(r) — ez)) = Qerwf x) 
一 xz) > Qof (7) 
>f/(r) > vg (7) 
>flr) ur), (Vr EE). 
引 理 6.5.3 对 Y TEE,(v(X,), 多 ,,nEN) 关 于 PP 为 (<， . 
c)- 上 拷 , 即 
Elav(Xr)/F,) — cKX,) SVX,) (modP,) (Vn EN)， 
(fon(D) ,FnEN) 关 于 了 P, 为 上 拷 , 即 
Eonri (Vv) /FB) ES pany) (modP) (VEN)， 
此 外 Eo /FH) Sty) (modP,), + (6.5-12) 
其 中 o.rEAl os 且 TSo 
证 按 引 理 6.5.2C),v 有 办 按 引 理 6. 5.20ii) 及 臣 的 齐 次 
Markov 性 ,有 
Eav(X.+1)/F,) — cK, )- Ex (av (XK)) — clX,) 
vxX,) (modP-)， 
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这 表明 ,CvCX,) ,多 ,ynE) 为 (a,c)- 上 著 . 由 此 ,得 
Epar(V) /Fr) 一 Eila: VOK EAL/ te) 


下 十 大 一 


一 之 oc,) 一 ee 


一 “CTvCe 一 eK) 一 3 ‘welX.) 


5 
2 i 


ok) = CR - 


5 一 站 


一 pal) modP,), 1 on 
这 表明 ; (yi(v)， Fu kEN)T PP 为 上 团 (y n€EN). 
显然 , 思 . (o) 为 上 控 广 义 上 雏 . 按 定理 4.5 . 5, 得 (6. 5-12) 式 . 
注 6.5.1 “(v(X,) 多,,nEN) 为 关于 PP 的 Casc)- 上 园 ” 等 
价 于 “对 Y zE -个 ， (gual), FotokEN) 为 关于 户 。 的 广义 上 园 ” 
由 上 述 引 理 可 得 到 一 个 很 有 用 的 不 等 式 ， 加 
“vr) 三 Er(oJ (V rE Min), x E Eb). 《6.5-13) 
引 理 6.5.4 wuv(X， ) = gX) CmodP:) ze 下， 
证 . 由 "为 8 的 (qsc)- 社 利 主 新 可 知 1 
Ema vz,). 之 Eeetz 
下 证 反 向 不 等 式 为 此 , 令 
.HT) 一 Es(suprg ng, h Ce )7， 
则 由 六 的 齐 次 Markov 手 ， 得 a 
HX, ) 一 Ex (Supieng. :(g)) . -~ ， 
4 = 上 上 «CSUprg na (8) /Fn ). (modP, ) 
如 果 8 为 8 的 (ac 过 剩 二 部 ， i 
POPFIONG Cal eC) © EE), ,CG.5-14) 
则 由 的 泪水 注 疝 得 | 
ok, )< x. 了 三 下 dubienda CE) /F, ) 
So  g XDI TY) Cnodpd.” 
.989 。 


< 


按 推论 4. 4. 4, ,得 ， 
limarwCX, )< linE, (supisn Co » oA /FY ) 


， 一 :Timag (X) CmodP, ).. 
这 就 证 实 反 向 不 等 式 成 立 
剩 下 的 问题 就 是 证 明 (6. 5-14). 
aTHzx)= aEHAX1) = waEE (suprewd, (8)/F! 》 
=aE(suprentia(g)) ” 
一 7 (supren Co ECX 一 Sea-iclx, ))) 


s=1 


过 Ek. Csuprere. ,C8)) + ExclXo) 
. = Fz) 十 cz) 
和 于是 (6. 5- 14) 式 成 立 .， 
引 理 6. 5.5 令 r=inftnEN wv(X, )<vgik, )+e) 则 
rE Mr, Px(re<o0)= i (VY. E>OrEE); | 
Civ (zr) 一 Ed nA (v) (Y nEN,rEE,e2>0); 
(iii w(x) = =Ego.s.(v) [eh ZzEE,e>0). | 
证 设 e>0, 则 由 0<a<1;g 有 界 及 引 理 6. 5.4 可 知 , 
Pr = oo) P.Omiev (Ky > leglX, D) = 0 
P(r < co) =1. 人 
显然 ,对 Y e>0n Ar. EN lV hENS, 且 A 
v(X,_1) SC) FS 站 E, i 
按 引 理 6. 5. 2Gi ,有 
v (XY dTv(r 小 一 cK 于 kr 之 n) 十 '， 
利用 (ru>m) EF, 及 X 的 齐 次 Miahkbv 性 , 训 推 出 
E(w (ROT) = EE.(v(X 2 
A i 一 TuKo rl) i 
Bh) = EL(ev Xk) 一 ge) 
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本 


— Sack, jin) 


0 
= Toc 一 SctX) 1s] 
了 、 5 人 0 .| 


= Egow1(V) * le»0) 
EJarr, Co)= Eos CV) og)) + Epon CV)1r >n)) 
= ECgor Co) leey) + Egow iC0) 1e.>») 
= EgoodA(v)) = = vr), 之 (ii)， 
按 引 理 6. 5.20),v 以 天 为 界 . 按 结论 Gi), 有 


“Arrml 


E( 2) cK)) = Ee w(K )) — vz) CIK < oo. 
sum=O ~ 
注意 ,P(r.<oo)==1 (e>0), 按 Fatou 引 理 ,得 


IT 一 


E( Dr.e KI) SRL 


sm0 ， 
过 E€ M0 
故 结论 i) 成 立 ， . 
， 对 Y e>0, 按 结论 人) ii), 有 
下 一】 


jorni(v)| 委 天 才 De eX) (Yn EN). 
按 Lebesque 控制 收敛 定理 ， 有 
v(X)= limE.g. nA (») 
i =E. (mfrs to)) 一 . 4 1 
此 结论 GD i i 
.3 至 6.5.6 设 m 为 引 理 -6. 4. .5 中 -0 的 情形 ， 
者 P (roo) = 1(Y rEE), 则 tEAM 
: .WAT) 库 - Eifoii, (WV). (所 Ba i 


Gi) 若 pp De “cAX, )=0) =1 (Y rEE), 则 P: (nm<oa) 
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一 ] (VY x€E). 
证 当 P.(ro<co) 一 1 时 ， 在 引 理 6 5.5 中 ,让 ==0, 即 得 
(1), . 
现在 采用 反 证 法 证 明 结论 (ii， 假如 有 某 个 zxE 匹 ,使 得 
Pi (zo)<1 ,A Pi (t=00)>0, 则 按 引 理 6. 5. 5, 及 Fatou 引 
理 , 有 和 | | - 本 
vo) 一 HimEs harn, (V) 


RE, o limg., AD (V) = E, ,内 rv), 

按 假设 及 内 ,. 之 定 头 ， 必 有 Bye CV)=—oc. 0 这 
与 v 有 界 了 矛盾 ， 

引 理 6,$.7 S(x)=v(zx) (Y 7€EE). 

证 按 引 理 6.5.2 和 6.5.3, 对 Y rE.uo, 有 

v(x) Egorlv) > Egorlg) (Vx € E) 
过 vv(z) 之 SCz) 
另 一 方面 , 按 引 理 6.5.5, 对 Y e 之 0, 有 


zzZ) 一 五, 加 oo) 一 五 (a VK: Sa. ‘clX, 让 
0 
-1 
<Rlee0 ~ Deede) +e i 
一 spo.r, (8) 十 es(r) 十 寺 2 i 2 A 
vz Hr). | 
定理 6. 5.1“ 入 二 cE 狼 ; 省 间作 | LEEJ<oo， 
c(t)>0, Ec(X,) < (Y rEE);O0<aR<1 ,NM 起 全盘 


GD 报酬 槛 数 3( 由 6. 5-3) 式 定 广 沁 难 -5 的 最 小 (eic 尖 过 剩 主 


部 ; 让 全 2) i {ce Ry 和 本 
CDs Hime, S82) (YiGD, 共 中 Ge o 册 (6. 5-6) 式 定 

议和 ne, 四 i 
Ciii)s 请 是 如 下 方程: - 


， 293， 


| 一 g(z) V (as(z) 一 c(z))3 Ce F), 


TimwS(CX) 一 Jimwg(X) (modP.) 
(iv) 令 mr 一 inf{faEN:iowS(XD<og(X) 十 es) (e>0). 
(1) 若 e>0, 则 TEAM ,0 ,日 为 8 的 一 个 (e,5S)- 最 优 停 时 . 


(2) 车 P(to<o0)=1 (Y XE€EE), 则 to€EAUioo; 且 为 £ 的 一 
个 最 优 停 时 . 


(3) 若 P,{ yo :clX,)=00) =1 (Y xzEE), 则 


sO 
P(r <co) =1 (Yr€EE). 

证 按 引 理 6.5.7,v=S, 从 而 ,定理 成 立 . 

推论 6. 5.1 设 符号 芽 ,多 .,g(r)， (多 .),o(r)，c>0 均 
按 定理 4 2 中 定义 , 则 

ODP 一 limQt,og(r) (rE[0,1) ,其 中 

8(r) =-— gn), Pr) =— p71), Tg) = EECmn). 
QuoE(r) = EO) Y (Tg) 一 c) =— gn) A (Tgtn) 十 c). 
[20 =g) V (THA) —e); 
和 tae rz (modP.) 
Gr EA DF.) PE (gr) ec: ro) (rELO, 


(CrEG [0,1]). 


1]). | 
其 中 m=inf(aE-j:o(rm) 一 5(Cm))， 
证 在 定理 6.5.1 中 ,让 a=1,c(x) 寺 c>0,E=[0,1],g(7) 
一 (axr) 人 (0 一 zx) ). 即 可 得 此 结论 . 
推论 6.5. 2 在 定义 6. 3. 2 中 所 表述 的 x-Bayes 最 优 决策 问 
题 之 解 6* ==(r" ,d* ) 存 在 , 且 
rr’ =inf{n € N;p(m) = gm)}, 


~ 


1， Xe? 之 





区 
a 


s 十 
Cn 





0， Nr* ~ 


S: 


4 十 
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证 由 推论 6. 5.1 立即 得 此 结论 . 四 
引 理 6.5.8 设 f.g€ 多 ， 且 有 界 ; az)20， ExclX D)<<oo(z 
EEnEN),f 满 足 方程 ，.， “.. 1 
0 = ECZ) V (aT f(x) 一 cn) ( (VE EE): 
《6..5-15) 
Linftn EN， fx ) walX,) 十 s) (之 0). 
则 fx) .= Eonni lf) (VI EE. EN).. i 
证 本 命题 之 证 类 似 于 引 理 6. 5. 5(ii). 
引 理 6. 5.9 若 在 引 理 .6. 5. 8 中 补充 假设 ， i 
Te = mag(%,) (mpdP). (z€ b, 机 


(6. 5-16)， 
则 Pr <o0) =1(YV XE EHTE “Aoike > 0 
证 类 侯 于 引 理 6. 5.5 之 证 - | : 
′ 定理 $2 设 了 、 8 EB» 且 有 和 界 . eCx) 之 0,Eic (xr,) <o0; 
YY TE EE 了 满足 方程 (6 8 15?， 风 /一 的 充 要 条 件 是; 
5-16) 式 成 立 . 
证 ) 必 要 性 即 是 定理 6.5=1fiii7; ,下 证 友人 性 
按 引 理 8 5.8 和 和 6.5.9 及 Fatou 引 理 , 有 
f(D TimE, fori (FY SEfhal) WE 


之 入 Gos, (8 Yes rs xy :0 加 
fw 一 SG) 四 

另 一 方面 ， 广 满足 方程 (6.5- 15) 表 明 ， 为 8 的 (ac)- 过 开放 从 
而 ,SCz) 委 Foz)， | 

联合 起 来 得 f=5. 

注 2 上 述 定 理 表明 :定理 6;5. 1Gi) 中 道 归 方程 之 解 在 8g 有 
界 的 条 件 下 是 唯一 的 , 

推论 6. 5.3 递归 方程 
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An = gn) A (TF) + oO), 
limf (7,) = limg (1m,) ‘(modP.) 
(其 中 c>>0,P. 按 8 3 中 定义 ,g(7) 二 ax)A (1 一 7))) 之 解 在 有 
界 多 站 [90,1 上 可 测 函 数 范围 内 是 唯一 的 ，.、 
”证 这 是 定理 6.5,2 之 特例 ，，. 


(x € [0,1]). 


6.6 -Bayes 最 优 决 寅 规则 的 沫 构 


本 节 将 在 推论 6. 5. 1~6. 3 的 基础 上 讨论 x-Bayes 最 优 决 
策 的 结构 问题 ,在 推论 6.5.1 中 改变 符号 ， 有 


Quusg(rm = BT A Tg) 十 c)， (6. 6-1) 
PT) 一 imQtog(n = gC) A (Tpln) 十 ci (6， 6-2) 
limpln, ) = limg(n, ) (modP.); (6. 6-3) 

‘g(r) = Can) A (1 — mo)). (6. 6-4) 


本 节 采 用 的 基本 符号 凡 未 加 说 明 的 均 可 在 $ 6.3,$ 6.4 中 找 
到 定义 . 在 引 理 6， 4. 2 中 已 得 到 如 下 公式 ; 


= y(n,é) 一 ees (6. 6-5) 
引 理 6.6.1 
Tgcn = Eg(m) 一 1 mm) A oa 一 md 
i Elr)= je go)P. i - Lee ))P。 Go) 和 
= | (FT, DG de) + DFA) 


| Fd ~ edzs 


anov! (5 ) 人 ol(l 一 Axo)vo (él) 
Aom ($1) 二 (1 ~ Ao) ro) 十 (1 一 加 )m(5) 
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g(NA) = 





_ (arou ($1)) A wl yo) 
7row (6) 二 《1 一 zxo)z(e ) 


Eg(n) = | em C2)) A Cb 一 mwCz)dz， 


引 理 6.6.2 g(x) ,plz) ,Tom 均 为 上 四 函数 . 
证 g(z) 的 上 凸 性 是 显然 的 (如 图 6. 6-1 所 示 )， 





图 6.6-1 go.To 出 线 
令 8r(m 一 (arm(z))A(C 一 r)m(z))， 则 对 Y zE 灾 ,gr(Cr) 
为 xE [0,1] 的 上 上 同 函数 . 于 是 ,对 Y ,E50,1], 及 入 .hE 850， 
ij, 且 XA A 十 加 二 1 有 
gr + har) 之 Ag ) + hg rt), 
将 此 式 两 边关 于 z 积分 ,得 
Tg(Nm + Nh) 之 ATzcm) 十 2TgCz)， 
故 Tg(m 为 上 凸 函 数 , 从 而 ,Rawg (7) 为 上 西 函 数 . 由 归纳 法 立即 
可 得 Qsg(7) 为 上 西 函 数 , 显然 ,上 凸 函数 的 极限 为 上 凸 函 数 , 即 
p (mm 为 上 凸 函 数 . 注意 ,对 Y n EN,TQ4,og (7) 为 上 十 函数 . 故 其 
极限 为 上 西 函 数 , 即 To) 为 上 出 函数 
定理 6.6.1 设 p 为 递归 方程 (6. 6-2) 和 (6. 6-3) 之 解 . 则 
p(X) 为 x-Bayes 最 小 风险 函数 , 且 最 优 决策 规则 8* 一 (r ,d"* ) 具 
有 如 下 结构 ， 
| "=inf(n EN (4A,B')), 
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由 Xr" p> 万 - 9 
ad* 一 
0， Xr 和 4 . 
其 中 4 ,B* 按 如 下 方式 确定 : 
() 若 方程 
Tp(r Fe = gr € [0, 1]) (6. 6-7) 
在 [0,1] 中 有 解 , 且 有 两 个 不 同 的 解 A: 五 > 过 B*, 则 


A < a 


(6. 6-6) 








7745 或 无 解 , 风 
A*' 一 二 一 五.， 

证 按 推 沦 & 5. 3; 方 程 (6.6-2), (6. 6-3) 具 有 了 唯一 解 p. 因 
此 , 按 推 论 6.5. 1， p 为 -Bayes 最 小 风险 函数 由 此 事实 及 g (0) 
二 0 二 g(1) 可 得 0《0) 寺 0 三 p(t1). 按 引 理 6. 6. 1,Tg (0) 二 0= 
Tg(1)， 从 而 ，TQ4， oO 一 了 Qt a8(1)=0. 让 zn 一 op， 即 得 ， 
Te(Q)=0=Tp(1). 按 引 理 6 A 2,Tp(n)te 与 g(4) 同 时 上 册 . 因 
此 ， 当 eS0 时 ,方程 (6， 7 的 不 间 解 术 亲 能 多 于 二 个 若 方程 
人 和 B", 且 AA <B- 4 出 必 有 


e 人 
人 hs <B". 


(参看 图 6. 6-2). i 在 (4…, 人 7 ) 中 ， 育 PCD < 
me Niper ~ = A y} 


人 


ee J 


("< ~ re <A: } Be 
如 果 翘 稳 ( 6-73 2 ml 


. . -PT 二 gtn). 
按 推论 6, 5.2, 有 i 4 
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4 .0 0 1 
2 于 5 . 


图 6.6-2 方程 (6. 6-7) 之 解 4 ,B* (A 和 ). 


+ 二 mm 之 
a 二 + 六 
r=0,d" -| i + ， 


0， 、 To 去 Sats : 





因此 ,让 4" -42 , 即 得 脏 要 的 结论 ， 


， -人 上述 定理 中 训 以 看 出, 对 于 非 平凡 的 -Bayes 最 优 决策 ， 相 
应 的 最 优 决策 规则 "二 (Cr* ,d" ) 被 转化 为 方程 C6. 6-7) 中 确定 两 
个 不 同 解 4* .3*( 即 所 谓 阔 值 ). 此 转化 的 成 功 关键 在 于 统计 系 工 
关于 P; 具有 齐 次 Markov 性 . 然而 ， 为 了 决定 后 仁 4 ， ,B* ,往往 
需要 将 问题 转化 成 非 Bayes 统计 系 .. ,;， : … 
(I ) 统 计 系 外 = (9 ,tnEN) ,其 中 - 


一 1; 锡 一 Le 其 中 Kz) 一 


= {427, ny ,PT a ob 
按 引 理 6. 4. 2， 全 1 


“|[1+! 





Ax € -joule EN .. 





< oy ” € [0,1]). 
”288 ， 


假设 方程 (6. 6-7) 有 两 个 不 同 解 A* 、.B* ,A' 过 B* , 则 
r=inf{n € Nn, & ,B')} 


Te (A, B)), 
关中 4A B12 
令 证 =T" 0 





=inf( | WY re [0,1. 
(1 ?统计 系 4 一 0%, FinEN), 其 中 
加 一 0， .一 po = Ing. 
类似 地 讨论 立即 可 得 i 
r= infln € N; (in 





x InA, ln1 +InB | 
(YzrE[0,1])， 


现在 ， 我 们 基于 统计 系 A 考虑 Wald 意义 下 的 最 优 决策 问题 ， 








设 
4(U) = {6= (rad):r=inft{n € Nix, & (4,B)}, 
i 1， 有 可 
Cn 
按 定理 6. 6, 1,rBayes 最 优 决策 规则 人 "一 (r ,d* )E AUD), 这 是 
在 统计 系 肛 下 得 到 的 . 但 在 统计 杀 A 下 ,类 似 地 作法 不 一 定 能 得 
到 类 似 的 结论 - 这 涉及 到 Wald 意义 下 的 最 优 决 策 规则 的 存在 性 
问题 .: | 
定义 6 6.1 一 设 a>o， p20, atpel. 记 
AAY= {0= (rd):r =inf(n € Na & (4, B)}, 
= i 4 之 8， 
0，) 委 4 
A(a,B) = {6 = (cd E44:a0 委 op) < BB, 
. 。299。 


-<4<B<ob 


Er< coli = 0.1)). 

其 中 (0) 二 P' (d=0), B86)=P*(d=1), 

若 j 二 (T,A) EA (a,B), PTEEr (VY b=(r,d)E A la, 
户 司 二 0,1), 则 称 5 为 Wald 意义 下 的 最 优 决 策 规则 ， 

Wald 提出 过 如 下 问题 ,假如 两 类 偏差 分 别 控制 在 水 平 c 和 有 
下 , 问 相应 的 停 时 就 其 平均 而 言 是 和 否 最 小 , 即 是 说 , 设 a 宇 0,8 宕 
0, 且 “十 8<1. 假如 3 8 一 人 ,9)E (ev 人 )， Sed) 0, BS)=p. 
间 是 和 否 有 

Er< Er (yy 5= (r， d) € Are,D)， 1 一 0、 D. 

这 个 问题 是 统计 学 中 著名 的 Wald 猜测 . Lehmarin 在 1959 年 证 明 
过 相应 的 结论 . 但 明显 只 具有 启发 性 . 最 近 作者 研究 逆 x-Bayes 决 
策 理论 ,发 现 Wald 问题 实质 上 是 一 个 逆 7-Bayes 决策 问题 2, 这 
里 我 们 不 介绍 这 方面 的 更 论 ,有 兴起 的 读者 可 以 志 查 文献 





$6.7 逆 信 的 估计 


假设 在 从 (a, 有 中 ,Wald 意义 下 的 最 优 决策 规则 $= (7 ,4) 

存在 , 则 le“ 一 wp 一 BB 
T= inf{n € N， :1 Ea (ZX, By). 

其 中 cord<O<E<ea 一 般 称 A， B 为 阔 值 . 要 精确 决定 A、 8 
是 困难 的 . 本 节 的 目的 是 寻求 这 些 阅 值 的 有 用 估计 . 这 些 估计 来 自 
于 考查 (8) 8) 与 相应 阔 值 4, 互 之 间 的 关系 ，: . : 

定理 6.7:17 设 6€ 作 (a,B);A<0 之 B' 为 相应 的 立 值 ; 
若 ”Pt<co=-16=01, 且 9) V PG) <1, 


则 ml I A ! 3 : 








j<4<o<s<nl 





41300。 


证 a(0)=P'(d=0)=P' (hEA)= DP (r=n,h <A), 
n=0 
Pl=niSA)=PO EAB, CLSCn— 1;N EA) 
=| TI¢é)P° dow) =| e»P?° (dew) 
Ul U 


es. PAU), 
其 中 U= {r=n,h SA} 
=>a(6) Ce» P'(d = 0)=e(1 — BO)) 


ma een 13 | 


推论 6.7.1 如 果 5=(f,4)E Ca,B) 为 Wald 意义 下 的 最 
优 决策 规则 , 则 相应 的 阐 值 A. 刀具 有 如 下 估计 


ni < 二 
证 注意 ,a(8) 一 a， 0 B. 于 是 ， 在 定理 6. 7. 1 中 以 5 代替 
立即 得 到 所 要 求 的 结论 一 
注 1I 和 由 MA<OR 可 知 


TRA<1 =e+B<l. 


此 事实 也 可 由 Bo 得 出 . 因此 ,A<0<B: 的 存在 性 之 必要 条 件 是 
a 十 B81. 车 a 十 p= 二 1, 则 A<B 不 可 能 出 现 , 且 和 一 0 一 总 ,这 种 情 
形 相 应 的 z=0. 可 解释 为 最 优 决策 规则 是 平凡 的 . 

定理 6.7.2 设 4.BE 灾 , 且 4<0<B. 此 外 . | 

Pi(lIngex$,)| > 7) >0, Eling$) 天 0 (= 0， 1)， 
其 中 一 和 2>. 风 
P(r<o0)=16=0.1), 

肘 I> 0, Fexplr) < oo EYE 0 
其 中 rz 一 inf{tz EN & (A,B)). 
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证 设 么 一 一 -1 之 1)， ， 
(I) 若 C>B 一 4， pAPIZ S01 pe < 则 
Eiexpltr) 之 1 十 (e' 一 DY (pe <o, 
; . n=0 
事实 上 , 按 r 之 定义 ,有 
(tr) = (hE (AB)0RKELSCn C1) 
{|Z1 SEC,1 ChECn—1) 
>Pi(r 宇 n) 世 pr!i(n 写 1) 
一 Pr 之 们 一 0 当 # 一 co 时 
一 Pr 一 co) = 1 G = 0.1)， 
令 Aexp ht) = =exp Qnt) —exp(Cm—1)2), 则 


= Sewpi (r= 

kel 本 由 
一 (Ep oe pe 

二 一 1 =1 


-1+3(SPr = ae 


m=] k=m 


二 1 十 号 Pc>maer 


,Ml 


Ee. <1+ De 


A oe 1. 


二 1 十 Ce 一 De 


m0 


(1) 若 3 C 宕 B 二 A, 站 pAP(|Z1| 关 C)<1， 则 可 选 ?>>0, 使 
得 peo<l , 旗 exp(tr)<co (YI<to 一 0.1)， 
事实 上 ,由 结论 (1 ) 及 pie' 扎 pie 可 得 
Eiexp (tr) & Eexp (tor) < oo0. 
(下 ) 若 对 YC 完 B 一 4, 有 P'(|Z1| 专 C0) =1, 但 3 MP1, 依 记 人 
Ph1<C)<1, 则 当 p* .er<1l 时 ,有 
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i . Eiexp(tr) < oo(i.= 0,1). 
从 而 , 若 选 >0, 使 得 eo， PY 之 1, 则 
Eiexpltr) < co(Vt< 魏 避 = 0,1). 


事实 上 , 令 Nt = Zu on 则 有 
i=1 


i 
An 一 > > 
j=1 


由 的 独立 同 分 布 性 可 推出 

Pilr >km) PO, € (A,B),1 CISZh— 1) 
SP | SC SI SE 1) Sp 

之 Pr 之 四 CHD! < FB 





0 
有 1 一 OO 
>Ee"=1+ DP'(r2n)Ae". 
n=1 
no oo 
委 1 十 SP'Cr 之 nD)Ae”* 十 (Ce' 一 1) >， Pi” ?ed < oo， 
n=l =n 


其 中 Pte'<1,no 满足 昌 一 2>0. 
(RN ) 若 对 Y C 实 B 一 4A, 及 m 之 1, 有 PCI| 过 ec)=1, 则 此 种 情 
形 必 与 定理 中 的 假设 矛盾 . 从 而 ,不 可 能 出 现 . 
事实 上 ,对 此 种 情形 , 必 (modP7 有 界 (Y m 之 1). 因此 ,加 
-0(modP ) , 按 § 的 独立 同 分 布 性 ， 
FEZYm>1). 
按 Lebesque 有 界 收敛 定理 ,得 
EZ, = limE' ~ ~ 0. 
这 与 FZ1 关 0 之 假设 矛盾 . 
综 上 分 析 , 即 得 本 定理 之 结论 ， 
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注 2 当 上 述 定理 的 条 件 满足 时 ,对 Y 4 二 0 二 B, 相 应 的 停 时 
tr 有 限 (modP'), 且 Eir<<oo, 事实 上 ,有 
1 十 四 Er 魏 Kier 一 co 


Er (Ee 一 1) <<co. 
0 
这 个 结果 正 是 定理 6.7. 1 所 需要 的 条 件 . 
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第 七 章 ”附录 Markov 链 


37.1 定义 与 存在 性 : 


设 (0, 久 .了 ) 为 慨 率 空间 ,=={0,1,2,…) ,二 (6,nE€1) 
为 定义 在 (Q, 字 ,P) 上 取 值 于 可 测 空间 (E,8) 的 EE- 值 r.v, 若 上 == 
R, 则 为 r.v, 列 ,以 后 称 E 为 状态 空间 ,(E， 4 ) 为 状态 可 测 室 上 间 ， 

” 定 沁 7. 上 1 若 对 VE- 目 mm 入 ,有 . 
并 6 = PEICB)/S,) (Ca. s) 
(¥Y B € %), 
则 称 为 (E- 值 Markov 链 . 若 巨 具有 有 限 个 元 素 , 则 称 6 为 有 限 
Markov 链 . 若 瓦 具有 可 数 全 元 束 , 则 称 为 可 列 Markov 链 . 

此 定义 中 的 条 件 有 个 直观 解释 :已 知 现在 的 状态 ,系统 的 未 来 
状态 独立 它 的 过 去 状态 ， 

定义 四 元 函数 p(we3o.,*) 如 下 : 

pr;n,B)= p(ETICB) /SE, = x) (mn,rin,B) 
ENXEXNXe 
则 此 函数 和 中 有 下 列 性 质 ， 

(WAY Gnn) EN 《NS 及 7 下 pm n,B) 为 
8 上 的 概率 测度 ， 

CDNY Cnn) ENXN ,mn 及 BEe， 函数 wpCnyzim vB) 是 
2- 可 测 的 ; 、 

(iii 对 六 nEN, pz; ;8B)= 1a(z) oy. (7,B)EEXE)) 
(iv)Chapman-Kolmogorov 方程 (以 入 简称 Ch. - 攻 , 方程 7 成 
; | 
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pn,z;n,B) = | pm zsusdy) pues ysn ,B),， 


其 中 (yn) ENXN,m<u<n UEN,(z,B)EEXS,. 
(事实 上 , 按 条 件 期 望 之 性 质 , 有 
PCE71(B)/E,)= EC(le(B)/E,) 
= EC(ECle1(B)/b, ,6,) /6,) 
= E(E(l1(B)/E, )/é,) 


| = plus yi B)pCm, i, 
让 名 一 工 即 得 C Ch, -K. 等 式 . ) - 
定义 7.1.2 车 定义 在 NXEXNX® 上 的 四 元 函数 满足 
上 述 条 件 Q 一 (iv), 则 称 此 四 元 画 数 为 转移 概率 函数 ， 
引 理 7.1.1 设 $ 为 (Q, 多 ,P) 上 的 E 值 Markov 链 具 有 初 
始 分 布 T:x(B) 二 P(E51(B))(Y BEG) 及 转移 函数 p(szin 
B), 则 的 有 有 限 维 慨 率 分 布 族 按 如 下 方式 由 和 决定 : 
PCBV0ZEZnA)= | rm ecoma dz) 
| “| pe 一 1 zydz)， 
其 中 BiEe .0hnnEN. | | 四 
证 事实 上 , 令 4,= ay 1(B,), 风 利 用 条 件 其 名 的 性 质 ， 可 
得 、 
Ed )= ECE(1A, /gorse Dy 
EC EQeway/to ,61)) 
= ECls,, * EC(leicn» /1)) | 
EQ, ED 
EC EN C/E)) 
= ECls,(&) + En(&)/§,)), 
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ans 


=- 


其 中 PE) = 2) » Eri(érn) /S$) (SA<w 一 1) ， 
,C6,) 一 ls, (&,) 


一 EGA) = | rdzo)| Nz)p0sz0il ,dns), 
Nz) = 1a Ce) | np sris2,dr), 


NXi) = la Ce) Mn Cn pk Tak 二 1,dxiri) 
(1 kn 1), 

(Tn) = la, (Ze)， 

通过 逐步 代入 即 可 得 引 理 中 的 公式 ， 
定理 7.1.1 设 r 为 (Ed) 上 的 一 个 概率 测度 . p 为 转移 概率 

函数 . 则 3 一 个 概率 空间 (QQ ,多 下 ) 及 一 个 定义 于 其 上 的 Markov 
链 6, 本 6 具有 初始 分 布 x 和 转移 概率 p. 
证 - 取 60 =(E,6), (0 ) = X07.). 注意 ,转移 
概率 函数 pr 满足 -人 定理 ( 参 着 第 1 章 ) 中 的 得 求 . 概率 测度 P 
按 引 更 7i1. 十 中 的 公式 定义 , 旭 按 工 -T. 定理, 可 在 (90, 多 ,P) 上 


定义 一 个 瑟 值 Y,v. 列 , 使 往 的 有 限 维 分 布 族 具有 引 理 7. 1.1 
中 的 结构 ; ;现在 ;来 证 明 ; 此 为 Markov 链 , 


首先 证 明 € 具有 转移 范 数 p. 设 BE déo), 则 - 
~ Ea la zd pl0wzorlidn) 


= En(é): p01 B1)) 
P(E71(B)/S) = pl0,6031,B,), 

设 B,E0C6) ,uCB) 一 PCETCB)) 二 已 (加 -1X 和 ICB)), 则 
EQ, la 人 1D) 一 下 Ge la 和) 。 “antD)) 
= Eela, (6) * potsn + 1,B.n)) 

= Ells,($,) * plné, sn + 1,B.+)); 
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过 PCB 一 pntsn ot 1,B+1). 
类 似 地 推理 , 即 可 证 明 : 
PET (BA = pmsénsn,B,) Cm < n), 
将 重 , 改 成 x, 由 上 式 立 即 得 到 p 为 § 的 转移 函数 的 结论 ， 
现在 证 明 ;€ 具有 Markov 性 , 这 等 价 于 证 明 : 
Ela (t,t Ep) = Ellp-i(bo, SE) EC (E41) /8,)). 
其 中 DXB Be hnt mEN, 
按 P 的 构造 ， 有 
El (0,é1 ,041) = EC (bo ,6,) 
“physnt 1,B,+)) 
pm 
四 “ECs, ia 
dt 上 具有 Markov 性 | ; 
` 注 1; 如 果 让 (Ee) 二 (R, 绍 )， ,; 则 可 引用 Kolinogorow 定理 
人 va, 
于 采用 I -TT. 定理 ,因为 它 不 需要 (E， ) 上 的 某 种 拓扑 结构 
注 2 : 上 述 定理 解决 Markov 链 的 存在 问题 . 自然 还 有 一个 只 
一 性 问题 需要 考虑 . 有 人 举 了 一 个 例 ( 参 看 [20]) 证 实 叭 一 性 不 能 
保证 . 这 里 问题 出 在 Ch, -K， 方程 上 假定 { (CPP34 身 为 一 个 
E- 值 rv. 列 . |. 为 使 的 转移 函数 满足 Ch. -K. 方程 并 不 要 求 # 必 
须 具 有 Markov 性 ; 比如 ， 可 设 £ 济 足 要 求 ， 加 
PC € 有 /56 ) = PE, € B,/,,), 
其 中 以 manE Nm nn BGe.., 国 
则 plm, zx; 3n,B)=P(CE1(B)/E, ) 消 是 Ch Kk. 方程 但 此 一 般 
不 是 这 里 定义 的 Markov 链 ， 于 是 在 Markov 链 理论 中 ,多 阶 
Markov 链 是 一 个 重要 问题 . 
定义 7.1.3 车 转移 函数 PC 二 Ai 入 十， B) 与 无 关 , 则 称 
此 转移 函数 是 齐 次 次 的 (或 齐 时 的 ). 记 
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plR,xT;B) = phm,r;m + k,B). 
称 p(&,x;B) 为 有 步 转移 函数 ， 
按 -Ch. -K. 方程 ,k 步 转移 函数 可 以 通过 一 落 轩 各 丽 数 pdt, 
Zz}B) 二 p(x,B) 表 示 出 来 : 


pszsB)= | p(xsdy) ph — 1191B) . 


-| PX; id yk ply-2 sy — PCB)， 
定理 7.14.2 设 {2 多,P)i6E) 为 五 值 Markov 链 , mo 是 CN， 
1) 一 (N,V) 的 可 测 映 射 ,其 路 表示 N 中 子 集 之 全 体 . @Q 为 
(N,V) 上 的 概率 测 府 , 记 =QXP 为 -rX 少 上 的 概率 测度 
rte) = ,Et w)) ,其 中 nE-7,(utw ENX 
E00) 二 (w). 则 r= xn) 为 概率 空间 (NXf,-X 
多 ,PP) 上 的 齐 次 Markov 链 . 
证 设 T=AXBEAVXE,n 二 (77), 则 
Pr ETD= PO, +1 EA 十 1 EB/r,). 
， 一 1a0 十 1 十 BE B/E) 
= 1a(r, 二 1): PE 1,w) €: B/ECk ,0)) ip 
or 十 1) > p(k,S;k 二 1 ,Bi 
其 中 p(k,zIk 填 1， 了 为 的 转移 函数 令 人 ENX 包 则 
由 上 式 得 i 
BZ tl MAP ET i 
i := 42 1) Pp(2' 22 十 十 ,BA 
式 的 右边 与 4 无 关 , 丰 7 的 转移 函数 .7 是 齐 次 的 . 
让 =AXBENXE, 则 
Bn ET/rorio sr) = Pt 1 EE AS + 1,w) 
§.B/ rowrys 7) - 本 ~ 
二 lar'a 十 Di; Pléir € /5 人 0 
= ‘Jal, 十 PE € B/S) er, 
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一 Pn € DT/r,). 

故 r 具有 Markov 性 ， | | 

注 3 ”上述 定理 中 的 加 和 QQ 的 设计 只 有 很 大 的 任意 性， 下 面 
的 推论 就 是 这 种 任意 性 的 一 个 特例 ， | 

推论 7.1.1 设 为 (0Q2,.F,P) 上 的 EE 值 Markov 链 Ze 一 
G05), 则 2Z' 二 (2; ,nEN) 为 概率 空间 NXN,XE,P"') 上 的 
齐 次 Markov 链 , 其 中 

ps __ As Pa， 1，06E 4 和， a 

P' = A xP,X(A)= 0, 064 (VY AEN) 
且 转 移 函 数 为 、 

户 " (zj 人 一 lz + 1) ， plz zz 十 1， B), 

其 中 - z=(z ,2 ENXE,T=AXBENXS. 

证 让 QEA)=X" (A),%==0， 则 =zx. 从而， 推论 变 为 
定理 7. 1. 2 的 结论 . | 

注 4 定理 7.1, 2 和 推论 7.1. 1 表明 :多维 齐 次 Markov 链 的 
分 量 可 以 不 是 齐 次 的 . 此 外 ， 由 于 这 种 齐 次 性 转化 的 可 能 ， 致使 人 
们 将 研究 的 目标 集中 在 齐 次 Markov 链 上 . | 

后 面 几 节 将 介绍 齐 次 可 列 或 齐 次 有 限 Markov 链 . 这 里 首先 
定义 一 些 符 号 , 设 状态 空间 五 是 有 限 的 或 可 列 的 . {(0， SP 和 
为 EE 值 齐 次 Markov 链 . 则 有 关 常 用 符号 定义 如 下 ， I 

py=P(é n= =i))=P(E =j/€0=i) (nEN i JEE); 

PP mi/ Pe) (n ,RENiJEE). 


GjEB. 四 


P=[piliver PHLpH egyV LEN). 
上 述 符号 解释 妨 下 ， 7 加 表示 系统 在 起 始 时 刻 从 状态 ;出 发 经 & 步 


到 达 状 态 7 的 概率 ,又 称 它 为 上 步 转移 概率 , 按 Ch. -K. 方 程 , 它 可 
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以 用 一 步 转移 概率 表达 出 来 : 
py 一 入 Pap na""'P 1 


P% 可 解释 为 步 转移 矩阵 : ,具有 下 列 竺 点 ; 
GDPw 的 元 素 非 负 ,每 行 元 素 之 和 为 1, 即 


Za 1 ieE) 


(ii)P@ 一 7 dEIX IE| 阶 单位 阵 , |EI 表 5 中 元 素 个 数 )，; 

(iiiDPe+o 一 Pw。PO 王 Ptf (这 由 Ch, -K. 方 程 推 出 ). | 

定义 7.1.4 若 矩 阵 族 (多 %, 上 EN) 具 有 性 质 G) 一 ii, 则 称 
-22% 为 转移 阵 (Y 4AEN)》， 按 性 感人 ， 2 由 决定 ,以 后 讲 到 转 
” 移 阵 就 是 指 PC( 即 一 步 转移 阵 ). 、 . 

按 定理 7. 1. 1， 瑟 值 齐 次 Markov 链 志 由 两 个 因素 决定 ， 一 是 
初始 分 布 r, 一 是 转移 阵 P. 因此 ,这 类 Markov 链 讨 论 的 中 心 站 是 
是 ;P 的 结构 ,x 的 设计 及 与 P 之 间 的 关系 .. 

在 Markov 链 理论 中 人 们 常常 将 转移 阵 多 用 _ 种 所 谓 转移 
型 (多 7 二 1) 表 示 出 来 : 以 家 很 二 观光 设 E=[0,1 1i2; 3 





图 7.1-1 转移 图 


人 wl olr 对 本 


例 7.1.1 考 让 菜 个 接 祷 序 执行 的 。 任务 "序列 ， :状态 空间 书 
=N, 假定 第 个 “任务 "成功 之 后 向 一 “任务 ”转移 的 概率 为 pw 失 
败 之 后 就 转 回 到 开始 的 “任务 ”. 其 概率 为 0,,p. 十 g, 二 1. 这 个 模型 
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的 转移 阵 为 





2 轩 科 图， 
相 应 的 为 次 Markov 让 和 此 人 为 基本) 加 i- 
2. . 
例 7 1.2. 无 限 随机 游 动 ; 项 讶 一 个 可 游 省 在 一 条 两 端 无 到 

的 大 街 上 作 随 初 游 和 和 表示 他 在 第 时刻 所 处 的 位 置 .上 表示 大 

街 的 区 段 编 号 集 ， 妈 玉 ={0, 士 1, 士 2,…}. 假如 在 时 刻 nEN ,梦游 
者 处 状 容 * E 已 \ 在 下 一 时 刻 疝 hly 到 达 状 态 ; 十 1 和 i 一 1 的 概率 分 
别 为 pz 条 gtp 二 a 二 信和 如 图 7 f=3. 而 二 它 状 态 的 概率 为 0. 于 
是 转移 阵 为 | 








图 7 1-3 转 侈 图 


在 此 模 草 中, 盯 省 的 尖 9 与 时刻 的 状态 有 关 ， 而 与 n 时 刻 之 
前 的 状态 无 关 ; 转移 阵 与 时 刻 无 关 .因此 ;此 模型 为 一 个 齐 次 
Markov 链 . 其 转移 阵 了 一 [pi wes 中 的 元 束 加 有 如 下 表示 ; 


pj 1 十 1 
和 2 一 下 (CFE.E), 
vi 0; 其 它 ,: 1 i 
i 步 转移 有 pp 可 按 如 下 公式 计算 . 人 
dd. A 当 有 二 Ek i 为 偶数 
We -fF 电 扩 一 0 二 站 名 时 
0， 、 ”否则 . 
为 了 证 明 这 个 公式 , 设 Y= (Yu72 为 取 值 于 1 { 一 1， 的 独立 同 
分 布 的 r,v. 列 , 且 
FO: 一 -DD 一 上 ， PO =qg iD 
显然 ,有 0 
4 一 + 二 名 二 So £>D. 


现 设 人 =i. 样 林 集 (名 ,72，。 -2 的 剧本 中 有 态 个 分 量 取 1， 太 个 

分 量 取 一 1. 转 定 如 时 该 族 相 应 的 样本 数 为 Ch ( 邵 有 个 分 量 为 

1 的 组 合 数 )， 每 个 样本 沿 现 的 概率 为 Pg 现 设 在 第 & 步 到 达 
状态 j 则 Yj 由 此 得 一 方程 组 : 

: 十 忆 一 天, 大 一 局 二 7 一 让 


人 


,3f3 ， 


如 均 肉 能 是 下 台数 因此 ， hy 为 于 负 偶 数 时 ， 此 解 有 意义 
其 它 情形 相应 的 入 率 为 0- 综 合 合 起 来 ， 便 各 所 雪 的 公式 ，- 

作为 特例 ,有 

po 人 ,Cp oH, ken, 且 为 偶数 时 ， 
(2n)! 
Gi 

这 时 最 后 的 近似 关系 是 由 Stirling 公式 得 出 的 ， a v 玩 

例 7.1.3 ” 带 有 两 个 吸收 壁 的 随机 游 动 . 假如 有 一 条 街 处 于 
梦游 者 的 房屋 与 湖 塘 之 间 , 当 他 在 街道 圭 随 机 游 动 时 最 终 要 么 进 
屋 , 要 么 落 入 湖 塘 . 设 状态 空间 :和 ={0,1,.…,n}.“0? 表 湖 塘 ,“n” 表 
房屋 .让 pw 二 1=pm 分 别 表示 落 入 湖 塘 和 进入 房屋 如 图 7. 1-4( 终 
止 游 动 的 两 个 可 能 结局 ). 他 从 状态 i 到达 状态 7 的 转移 概率 为 


7 or 





ok wael RN); 


p，j=i 十 1， 
,Pi : -人 了 一 二 GTE Evi 天 0 或 n),p 二 g 一 1 ， 
于 是 ,转移 了 为 





此 模型 为 齐 次 Markov 链 . 它 的 一 个 特点 是 梦游 者 一 量 进 入 状态 0 
41314。 


« 


国 7 se 
或 , 则 水 远 也 不 会 离开 ; 这 重 也 窟 称 为 吸收 路， 


7.2. 状态 分 类 


设 {(0， S ,P)i6) 为 友信 并 次 Markov 链 ; 其 中 状态 空间 E 
有 限 或 可 数 . 本 节 讨 论 系 统 中 各 种 状态 的 特点 ， 

,定义 7,2.1 若 状 态 iEE 具有 特点 :3 m>1,j€ ESA > 
0; 对 Y n>1,j€EE, 有 p% 一 0， 则 称 i 为 非 本 质 状态 . 有 这 各 
性 质 的 状态 称 为 本 质 状态 ，， 四 
“ 例 7.2.1 设 E={0,1,2,3,4) .转移 阵 和 转移 图 如 国 了 21. 
0 1 1 











2- 2 
000 0 1 
P=|0 二 023 0| 12 
| 

工 工 0 工 革 

44 4 4 4 


引 理 7.2.1 若 :为 非 本 质 状态 , 则 划 去 多 中 相应 于 i 的 和 
和 列 所 构成 的 多 , 仍 为 转移 阵 、， 
。315。 





后 元 和 1 本质 \ 非 不 质 状态 

证 “事实 上 , 按 定义 7. 2.,P 中 相应 于 的 那 一 列 元 素 全 为 
0. 因此 ,PI 满足 定义 1.4 中 的 条 件 GDCY 4 之 1 由 P= 可 
知 : PP 二 区 于 着, 了 和 满足 该 定义 中 的 条 件 Gii)， 而 条 件 GD 自然 
满足 , 故 Pi 为 转移 阵 ， 

按 定义 7. 2.1, 当 系 : 统 处 于 非 本 质 状态 时 ， ,最终 必然 转移 到 本 
质 状 ; 态 ;而 系统 处 于 本 质 状态 时 ,永远 也 不 能 转移 到 非 末 质 状态 ， 
基于 这 一 缘故 ,人 们 只 :对 本 质 状态 态 感 兴趣 . 以 启 ，, 总 假定 状态 空间 
中 不 合 非 本 质 状 态 ， “” ”| 

定义 7.2.2 车 状态 i、jEE 具有 性 质 ,3 mn EN,m 关 0, 疗 
PV 之 0, 则 称 1 可 达 志 记 为 i 六 车 i>j 上 且 六 六 则 称 7 与 7 互通， 
记 为 fi< 一 六 ， 

引 理 7.2.2 关系 *- 一 为 一 个 靠 从 关系, 即 具 有 自 反 


性 ,对 称 性 ,传递 性 , 5 
证 ” 自 返 性 和 对 称 性 显然 , 下 证 传递 性 ; 为 此 , 设 i<->uyu< 一 


六 则 按 定义 7. 2; 2 hl, 之 1， 3 p02>0, pw 之 0. 于 是 , 按 
Ch. -KK, 方 程 ， 有 
pe 1 = Sp pe pe jp ~>0 
vEE 
7 J, 


阅 总 可 证 : ji 让 i i i - ~ 
注 1 从 此 引 理 之 证 明 中 可 以 着 出 ; 林寺 关系 "民有 他 
,316。 


性 . 
定义 7. 2.3 设 多 ,一 af 全 6)， (FF 0)=(F ,nNnEN), 
= ntti 之 1:6, =7), inf{Y} 一 cc 
则 称 c 为 系统 访问 状态 i 的 首 达 时 ， 有 时 也 称 停 时 或 (多 。)- 时 
或 Markov 时 ， | 
首 达 时 6 具有 下 列 特点 ， 
Q) (or=n)= (6F < 入 一 1 一) 
(i) (gy=2) (0=m) = nm); 
Gi) (o=n)EF,Y nEN); 
(iv) ,={AEF .AN(GG=n) EF (YN n>1)}, oo 是 多 。- 
可 测 的 ， 
现在 定义 与 首 达 时 o; 有 关 的 量 ， 
Jo = 0; fo =P(o, =n/S0 =i) (YY 4 1 Ee E); 
fiy= P(g < /ti =i = > (Vi,j EE). 
= Eo; Tec 名 一 Nn) + 
二 号 符号 有 加 下 名和 如 表示 系统 从 状态 ; 出 发 在 旱 刻 之 前 
不 访问 状态 j 而 在 时 刻 ”访问 状态 六 的 概率 . 过 示 “ 系 统 从 状态 
i 出 发 最 终 访问 状态 j” 的 概率 ， :如 表示 “ 系 统 从 状态 j 出 发 最 颖 在 


有 限时 间 内 返回 状态 j 的 平移 时 ” 
引 理 7. pa 3. 


Gy) 这 OY nl jEE): 四 - 


(ii "一 之 ” pi hy rijEE) 
i Ice 
证 按 oj 之 定义 ,有 
人 一 用 一 {= 二 让 Ni ‘ie,: 一 )， 了 运 刘 


一 US 一 他 全 {&, = jo0) = /). 


1=1 
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利用 Markov 性 ,可 得 
2 pr = P(E, = jj/ =7) =P(é:= ,= 1/ 一 门 : 


-PU =i ,8 0 /= 


= _ Spes,. = 力 ci -6 一 站 
7 一 1 > 


一 DP, i = 4). -Pa- ED 


i 


一 -2 “PC, = | 


一 D) 《na 一 他 
Sp. “py™. 


1 一 1 


fP= Po =n/6 =i) = Pee, = = tt 1 < < 一 1 
和 
一 PGEL Sn PB mili = j/h = 
mm 一 1 关 / 
一 ,之 ps 1 了 的 关 j1 < < 一 7 2 ia 一 让 = 
i 由 1 
‘im. Dy: Dep “pi: i 、 


二 

3 2. 4 < 一/ "cc P 

证 />0=3 m1, 闻 />0. 接 引 起 7 2. 3 有 
. pr 之 fi" > 0> 一 这 3 1 过 1， Fp >0. 
按 引 理 7.2.3,3 1S, 沪 0S0>>0.， 一- 

引 理 7. 5 ee 县 - 


< 一 一 0， 
加 3 4 ， 加 : 
则 对 任意 收 全 数列 Coal) 有， . | 
lim n >, cwi So) - 一 ]imcw 一 c"， 


。 318., 


N 


4 二 这 4, 则 4 , 则 对 Y 1<<N ,有 


ZrcN- 
人 "|< < De 一 c” 


1 一 1 NI=N~—n 





N—n 


二 大作 low 于 | 





< lc 一 ce G+ 1) sup (St 


0 N 





1 


么 (0 十 1) sup [a 二 cs | se 多 


Sa 


pw tes eh i 
按 假 设 , 对 Y e>0,3 n 宇 1, 让 i 
supu>v(je。 一 G|) < Se 
3 NNolesn), 使 得 当 > 时 ， 有 


Cn 十 1) sup( la 一 C |) 。 supuan- | 癌 一 了 | . 


所 e 当 N > NN 时. 








ob 2 a 
TeCNL 一 C 
i=1 “i{ 
E726 “f= er po 


令 om = pb, =f£8 ,6 = 2 7.2.3G)， 


N 


pi = 二 eerr cw 二 1} + bp CN-:/ 


k= 1 





+ < Sh < fty N11) 
一 上 


若 cw >; 则 1 委 方 一方 一 1. 
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熏 


若 jmcw<co, 则 按 引 理 7. 2.5, 有 


limew 二 1 十 lim Siew 一 1 十 fa lmew, 


NM fol. 





妈 co =1+ cs 一 全 一 1 1 


反之 , 若 方 <1, 则 上 式 表明 :c- 和 co. 车 广 -1， 网 :Cu 一 


引 理 7.2.7 设 证 
= Oe 2 一 (<)o0.” 


证 若 方 <1, 则 按 引 理 7.2.6， 人 < 按 引 理 7.2.3 
Qi) ,得 4 . 的 


Sp 一 /7 .0 + bp 


n=l nl 


反之 ， 证 2 <ee ,于 再 7 2 2.4， 有 > 了 是 按 前 
面 的 推导 ,有 


> p=1 + pp 
按 引 理 7. 2. 6, 万 <<1， 
等 号 情形 的 等 价 关系 之 证 完全 类 似乎 上 面 的 分 桥 和 推理 : 
引 理 7. 2.8 .车 i 一 记 则 
， 、 < 一 (E> = (Ol”, 
证 按 引 理 7.2.6, 有 
fy; < 六 < 一 ce(yY 7 1)， 
按 Ch. Xk 方程 ,有 . 


N 
ol 一 Dp .p> pgp (YN 之 0). 


n=0 wuEE = 
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这 表明 ; 若 292 一 <, 则 风 必 有 p=0 (Y /之 DD). 于 是 i 大 这 与 


假设 i->j 矛盾 , 故 
fi < pp < cc. 
按 引 理 7. 2.7: 有 方 二 1， 、: 
同 理 可 证 : 访 <<1 全 方 挟 1， 综合 起 来 ,得 fl fl a 
定义 7.2.4 车 f=1， 则 称 状态 i 是 常 返 的 ,二 车 方志 1, 则 称 
状态 i 是非 常用 的 车 
= Eo/t =i) 00, i 
则 称 ; 为 正常 到 状态 : 关 户 =17 生 ，， i 
w= Eg/ 二 站 一 ce .. | 
则 称 i 为 0 常 返 状 态 . 
定理 7-2:1 车 状态 是 常 返 的 , 则 系统 从 状态 出 改 以 人 
1 无 限 多 次 返回 状态 方 洛 状 态 j 是 非 常 返 的 ， 则 和 
出 发 以 概率 1 只 能 有 限 次 返回 状态 方 若 状 态 j 是 常 返 的 ,由 系统 
从 状态 ; 出 发 以 概率 无 限 甸 次 返回 状 太 
证 设 
Ailm) 二 (系统 从 状态 i 出 发 奋 消 ， 7 次 访问 状态 六 
则 多) A ft <0) = Dan 站 (ci A. 


令 Qm=PCAdy im) /to=i), 则 (@， Gn) ,m1 ,jEE) 具 
有 下 列 性 质 ， + 


Q.1 QA QD = By -Qi 


(Q;j07)= > dy (oj = /和 = 站 


> POA /= 一 Plo) = 


各 
A 
= SQ MA; . oo 
人- “ i 
. B21 把 


Q.2 QD=f CA)= {= (0<o0))) 
Q.3 Qi) 一 万 Qi nm—1); 
QO = fy DD) = 
Q.4 Qj 王 limQlm) 存 在 (Qu ,m 庆 1) 单调 不 增 》， 
极限 Q, 实 际 上 表示 “系统 从 状态 i 出 发 无 限 多 次 访问 状态 j” 
的 概率 . 按 上 述 各 性 质 ,得 
| Qj = fi * limf’. . 
车 j 常 返 , 则 户 =1 从 而 ,Qj 二 fi(V i€EE), 生 Qj=1. 
车 7 非常 返 , 则 之 1 从 而 ,Qi 二 0 (VY iEE), 
定理 7.2.2 若 状态 ; 常 返 ， ij: 则 fl 
证 设 . i 
全 (&) 一 {系统 在 时 刻 之 后 无 限 多 次 访问 状态 让 办 
则 按 Markov 性 及 定理 7.2.1, 有 加 
PlA(o) /b= io = 8) 一 PC 名 一 万 “ 
一 PC4(0)/6 = )) = fi 
按 定理 7, 2. 1 ,状态 i 常 返 表明 ， 
P(4(e)]2 =) =1 
=>{& = N= = 人 {=i f= fA) 
一 P(oj 一 A/6 =i) = Po = k,A(h)/G 一 让 
= P(g 一 4,4i(a)/6 = i) 
一 P(4i(ai)Ve = i,0) = k)。， Plo; = k/é, 一 办 
= fi f%. 
即 f=fi: fH kh>1). 
对 此 式 两 边关 于 & 求 和 ,得 
=f fy 
接 杀 件 i 一 j 及 引 理 7.2.4, 有 广 >0, 故 f=1. 
定理 7.2.3 
，322 ， 


Gi) 状态 党 返 c> 广 1<> 疡 的 一 cci 


《iD zi- 一 ~7>7/ 具有 相同 的 常 返 性 ， 即 要 么 同时 常 返 ,要 么 同 
时 非常 返 ， 

证 ”结论 (i) 是 定义 7.2.4 与 引 理 7.2.6 的 推论 . 按 引 理 
7.2.8, 有 万 =1<=> 广 =1. 从 而 ,具有 相同 的 常 返 性 , 

注 1 关于 互通 的 常 返 状态 ,更 重要 的 性 质 将 在 下 面 讨论 .并 
将 得 到 结论 ; 当 i<>j 时 , 若 ;7 为 常 返 状 态 , 则 它们 同 是 正常 返 
或 同 是 零 常 返 . 这 涉及 到 首 达 时 6 的 平均 值 AH 

定义 7.2.5 设 

.d= max{(iipy 一 .0 当 n¥ kk = 0,1,2,. ,时 ). 

车 1<d<o0, 则 称 a 为 状态 的 周期 

车 d=1, 则 称 状态 i 为 非 周期 : 

车 d= 十 oo, 则 称 状态 i 具有 无 限 周 期 . 

若 d=1, 且 j==E(lo/&0=0)=E(o/60) |e -<o0, 则 称 状态 i 
是 凯 历 的 ; 即 遍 历 状 态 为 非 周 期 正常 返 状态 . ， 

注 2 ”如 果 状 态 i 具有 无 限 周 期 , 则 必 有 pr” 二 0. 这 意味 着 ， 
状态 ; 是 非常 返 的 , 由 此 可 见 , 任 意 常 返 状态 都 具有 有 限 的 周期 . 

讨论 转移 概率 如 8 的 渐 近 行为 问题 时 ;状态 的 周期 性 及 首 达 
时 的 条 件 期 望 起 着 特别 重要 的 作用 . 下 面 就 是 研究 这 些 量 之 间 的 
关系 . 为 此 ,首先 介绍 几 条 引 理 . 

引 理 7.2.9 设 d 为 正 整 数 集 Gu,1 志 /<;) 的 最 大 公 因 子 , 则 
3 整数 wo 之 0, 使 得 方程 


md = Dm 
对 任意 整数 未 之 mio 存在 一 个 非 负 整 数 解 (0,1<i<1》. 《这 里 不 考 
虚 唯 一 性 ). 
证 设 
A= {r;T =. 0w, 其 中 a; 为 任意 整数 (可 正 ,可 负 )， 


"323。 


1 ?Ts), 
则 4 具有 下 列 性 质 ， 、 
A.1 若 zE4, 则 工 能 被 & 整 除 ， 
A.2 设 do 为 4 中 的 最 小 正 整 数 , 则 对 VY xzEA4, 及 整数 ,有 


+ 一 kd E44 事实 上 ,do€.4 表明;do 二 这 jabrw, XEA 表明 ;z= 
i=l 

Dam 因此、 

?1 


并 一 CC = Dla; — ka EL 


7 一 1 

A.3， 对 VY zE4 习 整数 ,六 + 二 kdos 采 用 反 证 法 :证明 这 

再 实 , 假如 ,对 Y 整数 有 ,有 xz 关 kdo. 令 
Al= (ro kdo:k 为 任意 整数 六 CA 

开设 do 为 44 的 最 小 正 整 次; 则 显然 有 Wo 之 ds 若 d'o==d0, 则 因 
cd 一 zz 一 人 do 而 有 x 二 (十 1Yde. 这 与 反 假设 不 合 .于 是 ,d'o>>d，， 
然而 ,do 一 dA, 且 为 正 整 数 .因此 ,应 有 bdo 关 di. 同 理 可 
证 ;此 式 中 等 号 也 不 成 并 .于 蚌 ,d5 沁 24o. 依 此 类 推 , 便 有 d'o>nd。 
(Y 下 数 w 宇 1D, 按 qds 和 wo 之 定义 ， 这 是 不 可 能 的 堆 d'o=do 

最 后 的 这 条 性 质 表明 : dd 为 4 的 最 大 公国 子 ， 

， 现在 ; 设 - : . 全 
B = tx: 工 去 Sp je 和 下 数 ， i< <i<s). 四 
则 刀具 有 下 列 性 质 ， a 

B.1. 一 六 一 人 , 共 中 Ni N: EB ds 灾 上 ,doEA4 开 好， 


了 


| do = ye = Ne a Ss ed 人 


1 一 1 i=l i 7 


了 中 = ~、 cit ns N, = >) ee oc CVD 
一 F-- 


c 一 et 一 


B.2 记 dis Dom mxie ss ,对 Y 正 牲 数 ,有 
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ni 一 di 十 ji， 
其 中 为 非 负 整数 ,1<<nn<di 一 1. 记 为 m=(k,mm), 车 do> 
mc， 则 mdo€EB. 事实 上 


mdo = kdodi 十 nndo = nN+ >， (hdo 一 mac 7)，71 
i=l 

按 条 件 ,kdo 之 nuc 宇 mic; (入 i: 寺 s) 二 mdo€ 有 | 

B.3 选取 mm' 一 全 ,0), 其 中 =1+ 学 ,由 本 

Ac 一 dc 十 如 人 ic 
因此 , 若 整数 闫 一 人,oa) 它 2 , 则 
加 kdo 之 Rdo > dic > nc., | 

从 而 , 按 集 B 的 性 质 B. 2, 有 mdo&B (VY m 之 m"). 


为 了 完成 引 吾 之 证 ,最 后 余下 的 问题 是 构 作 ww, 接 内 之 定义 
及 mnEA， do 为 ws,1<i<s) 的 公 因 子 . 因此 ， do 和 4d， 且 4d 能 被 ds 


整除 , 即 3 >1, 放 4 一 kodo. 现在 选取 ， ms 尝 ~ 全 2 册 则 当 mSmo 时 ， 
po 之 : hohe 之 对 四 
id = mkodls E€ BG 训 守 mo) ( 按 了 3 
引 理 7.2.10. 设 d' 为 集 {x 之 1:f7">>0} 的 最 大 公 因 子 , 则 d 
二 d, 其 中 4 为 状态 i 的 周期 (此 结论 表明 ; 集 { (2 关 1: :>0} 与 亿 
之 1:2i>0} 有 相同 的 周期 或 最 大 公 因子 )， 
证 按 引 理 7. 2.3G), 有 pp 袜 训 .因此 有 
{nl1:/® >0) C21:p" > 0}=d' dd 
于 是 ,结论 等 价 于 证 明 :d'4d 阁 dd'==1, 则 自然 有 A'&d. 车 4' = 
0, 则 ?==0 (Yn 之 1). 按 引 理 7.2.30), 必 有 p 人 ?=0 (VY n 寡 1). 
从 而 ,d= 二 oo, 于 是, 亦 有 d'<4. 最 后 , 沽 虚 1<d' 之 oo 的 情形 , 按 
之 定义 ,有 /人 一 0 (VY 这 0; 1<<r<d' 一 1). 利用 这 一 惠 实 及 引 
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理 7. 2 对 于 1rd’ 一 1， 有 
一 Dp rl) 一 - 0， 


p+? 一 Dy. pd 一 0 
pi ; 


pte 一 0: cv & 之 0)， 

即 p=0 当 nkd' ,k= 二 0,1,2,… ,有 时 .- 
故 d 亦 为 {x 之 1:p">0) 的 一 个 公 因 子 . 从 而 ,d' sd 

定理 7.2.4 设 4 为 状态 i 的 周期 ( 含 d=1), 则 3 正 整数 
TpI>ONRZEY). 

证 设 四 
A= {mn: 21} = (11; 2 > 0), 其 中 以 人. 
按 假 设 ， d 为 A 的 最 大 公 因子 . 现 假定 局 为 (717 1} 的 最 大 
公 肉 子 ， 则 2 , 直 1d (Y ! 之 1). 显然 ;能 被 4 和 加 im 整 除 (Y 六 
0; 阅 1) ,性 意 为 一 有 限 数 . 因此 ,ni 只 能 具有 有 限 个 质 因 子 ， 

县 mm 能 被 所 有 的 整除 . 若 在 集 {5,! 宇 1 中 有 无 限 多 个 元 素 不 

同 , 则 就 会 有 无 限 多 个 不 同 的 质 因 子 . 这 不 可 能 . 因此 ,3 4 之 
1, 闻 二 tm 二 d (VY ! 社 lo,m 这 0), 这 表明 :4 为 (ma zu 的 
最 大 公 因 子 . 按 引 至 7. 2. 9, 整数 铺盖 0, 方 当 人 之 驴 时 ,有 表示 : 


kd Pen Cb; 软驱 数 ， 1<i<S: 
按 Ch. -KR. 方程 ， 有 
pa? 之 I > 之 p> ~ 0 oy 玉 > k" 网 


定理 7, 2.5.. “ 
d 


my 一 也 人 一 塘 ， 
GD 车 j 5 为 0 常 返 状态 出 mp 
。326。 


证 为 简化 二 ,省 去 下 寺 ", 各 
fF = f%,， bp 一 pe ,= -pf = 万. 


定义 符号 :mm 一 > JCY 0)， 


类 一 “十 1 


首先 讨论 ;j 为 正常 返 , 周 期 为 d( 含 a 二 1) 的 情形 . 数列 > 
(rn 之 0) 具 有 下 列 性 质 : 、 


Ra 返 性 ) 


R.2 六 Doi (Yai0). 事实 上 ， 核 引 理 7. 2. 3(i)， 有 


{=0 


ps 二 Be BE” :一 人 po 
He 


ud 


rp 0 -到 on = =o Le 一 1 


和 
R. 3 各 人 1 -i > 《rm 一 1 一 rm) 
n=0 n=1 nl 的 站 一 1 
yo 
w=] Es i 
现在 , 令 


[ipo 一 ip 
由 | 
A. 1 3 子 询 QL 和 ,使 得 
4= limp™ "(VY si E tn1:f" >0)). 
事实 上 , 按 、 交 定义， 3 子 列 (n,[ 庆 1 mn ), 使 得 | 


4A 二 二 imp 一 im pe 


Ho 


于 是 , 按 引 理 7.2.3G) 和 人 2.5， 有 - 
A= -Jim(f® “p a + pa wd ) 


Oo 


汉 
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fo limp™™® 十 了 了 。 limp™” 


2 一 1 


ws 
一 f° lim . Cd 一 中 十 . 《1 _ Fn)A 
A<limp CAY A >0). 


A.2 3 ko 宕 1 ;六 limp™ 二 入 (VYV ko). 


事实 上 , 按 引 理 7.2.10,4 为 {n 宇 1;f"*>>0) 的 最 大 公 因 子 . 设 
(mil)= 1: 1" >0) Gm ¢). 类 似 于 定理 7. 2.4 之 证 ,可 
以 找到 一 个 整数 pn 之 1 及 整数 ,使 得 ,对 VY 之 bo, 有 


to 
kd = 这 cu 其 中 为 非 负 整数 ， . <il< 全 

不 妨 设 每 个 cc>>0( 如 果 一 0, 就 从 中 删 去 ). 若 让 

. niid = md - 到 7 . 
(It 式 的 合理 性 在 于 mE {n21:f*>0)), 则 按 A.1 ,有 

X= limp™” 如 

间 理 9 让 md =n'd —m > 有 limp" 9), 依 此 类 推 9 便 可 得 :人 一 
lmpew-aw9 .类似 地 推理 ,可 得 


pp 一 limp cm。 
大 ee ， 


于 是 ,最 终 可 得 
4 
limp™ kd) 一 limp™ 人 人 fo 一 (Vy k ho): 
A.3 24=( 之 
事实 上 ,考虑 到 pt 0 CY 4>0， 1<m<d 一 1), 按 民 . 2， 有 
一 


Dr pr wd) = 1 (Y 1 之 之 1， 太 之 0). 
在 此 式 中 让 这 cc 求 极限 ， 则 按 引 理 7.2.5 及 A.2, 得 ， 
Sp A 二 一 1 | 
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A.4 ) 一 竺 . 
A 
事实 上 ,全 令 q= Sr 考虑 到 ， 产 -0 (vkd; £30). : 则 - 
.i y=0 ， 
罗 。 从 ta : ， 
3 La Er A i + 3 ~ 
wi 2 入 包 : 
1 .et 1 pk 
一 过 名 总和 dEt dr 
Amt “ 
gq La 
A.5 令 刀 =limpm, 则 入 一 入 一 和 


事实 上 , 按 定理 7. 2.4,3 wo 之 1; 让 弃 0 这 0 Yo 
因此 , (pn 写 井中 不 全 有 叶 列 的 无 尼 爹 为 0, 于 是 ， 可 选 子 列 
Gusl 宕 1)， 人 得 


一 lim peoo -一 en -一 记 pe 


有 -Co ho 大 一 oo 


从 对 4 的 结 8 的 分 析 中 可 以 看 出 :下 一 等 价 于 
一 jimp (YA > 97 


护 引 理 人 2.10, 上 式 中 的 ， 有 下 示人 于 是 以 "二 等 价 于 ， 
A* = dmp CY A > > 0) 


相 


为 证 此 式 ,需要 下 列 售 计 + ， je 
入 一 im 二 By ( 按 渭 理 7. 2. 3GD)) 


vl, 
-wi 


LU 


p> Fa) [二 d—md) 十 lim f°°p (nd wl) 和 和 


7 - PsonsR: i i rt 人 


em i > 1 
闻 同 第 一 项 十 人 imp" i 7.2.5) 
yrl 人 
V3 -有 二 0 se oo 


同 第 一 项 十 (1 一 fear 
。 329 。 


A” 之 THmpw ”之 ~ lim pd md) 宇 A*, (Y on > 0). 


ime0g 


此 后 的 证 明 :完全 与 4 的 相同 , 故 一人 一 


当 d=1 时 ,考虑 到 {xn 宇 1: />0} 与 {n 之 1; oo) 有 相同 
人 \ 因 子 1. 便 可 知 : 上 述 分 析 完 全 适用 于 这 种 情形 . 
合 起 来 得 结论 G)， | 
最 后 考证 结论 Gy 设 7 为 0 常 返 状态 , 则 
人 =d: Pra 


k=0 


之 lim rs 一 co 
noov0 
令 MA 一 [mp , 则 跟前 面 的 讨论 一 样 . 
”存在 子 列 Ww:Z21)Ctmz1: 加 >>0} 及 1 使 得 
1 一 limp™ 0) 一 limp CY k 之 ko). 


:= 六 rs 则 接 民 2， 及 引 理 7 2.5， 可 推出 ， 


一 lim = 1 Srp 








oo ra ‘iio0 | 四 _ 
_ i i>, pr) 十 lim|[ 赤 > ro pe) 
io Ta tl i 
= limp™®? 


一 人 = [mp™ = 0, 
态 判 所 | 
I ) 状 态 ; 正常 返 > 二 EC/ 二) <eo 


< = oo， lim mp >0. 


n=l 


(1 ) 状 态 ; 零 常 返 < 一 广 =1,w 一 co 
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po . 
~ > pr 一 oo， im po” 一 0, 
nl Ho0 


(下) 状态 i 非常 到 < 一 方 <1< 一 了 ， 2"<co. 
定理 7.2.6 设 i<>j, 则 
GD i 和 j 同 时 常 返 或 同时 非常 返 ; 
G1) 当 i 和 j 同 时 常 返 时 ,要 么 同时 正常 返 ， 要 么 同时 符 常 近 ， 
GiiDi 和 j 具有 相同 的 周期 性 ， 即 d==4j, 其 中 di 表示 状态 人 
的 周期 ( 含 d=1=4d))，… 
证 首先 由 条 件 i<j 可 得 如 下 基本 关系 (7. 2-1) 和 (7. 2- 
2). 注 意 ,i<-~~7 示 明 :3 /学 1 和 和 w 之 1, 使 得 : 
0 =a>0;, pH =p>0. 
按 Ch. -K. 方程 便 可 推出 ， 
9 > py py 0 一 一 op pe (Vm EN); (7.2-1) 
port n) > ps n> 。 pe .pp py 一 - “pp 于 (Y nm € N). 
(7. 2-2) 
缚 论 名 即 为 定理 7. 2.3.. 
为 证 结论 (ii) , 先 设 ; 为 正常 返 , 则 
Iimp? = me" > 之 ap Emp 人 ;> 0. 
按 引 理 7. 2. 8 和 判 据 (1) ,7 为 正常 返 . 现 设 ? 为 零 常 反 ， 则 
0 = imp Bp mp 
从 而 ,j 为 零 常 返 . 按 对 称 性 ,得 结论 (ii). 
为 证 结论 Gi) , 设 mE&{n 之 1:p9 之 0}, 则 按 (7, 2-1) 式 ,有 
1 十 下 十 人 E (nl1:p >0. 
于 是 ,存在 整数 名 之 1, 使 得 1 十 m 十 x 二 kdi, 在 (7.2-1) 式 中 ,让 m 
一 0, 则 得 /十 zE (npZ21zpi>>0j， 于 是 ， 3 整数 外 之 1， 方 ! 十 as= 
心 di. 综合 起 来 ,得 :对 Y 六 人 1a 妆 1:20>0} ,3 ,大 使 得 
m= (hk 一 ko)di, 
“331， 


故 di 为 tn 写 1:;p7? 之 0} 的 公 因 子 , 从 而 ， 得 dd 按 对 称 性 ,得 4 
之 dj. 故 d;==d 


推论 7.2.1 设 j 罗江 状态 周期 为 4《 含 d= , 则 
Hmp 区 方志 Vi€E). 


者 4 一 Te -Es 4 (YY en. 


. 假如 fu=0, ,出 按 引 理 了 2. 3G)， 有 
po =0(Yn>1). 


从 而 ,推论 成 立 ， | 
现 设 六 >0， 则 按理 7.2 2. 30), j 蝇 罗 2 8 及 定理 7.2 2. 5 有 


limp”= Fm > sp 人 人 

、 i = 
(0) 一 je 

| = _ 硕 儿 ph : 

关 4 一 1 则 按 定理 7.2.5, 认 限 二 2 沪 帮 .于 是 ,招引 理 

7.2.5, 有 | 人 


of 


hy 2 四 四 
,im 一 iim 3 2 ?3 
< - 和 


LT -A 





$7.3° 条 和 并 和 的 分 着 


“上 第 介绍 状态 空间 五 中 元 素 的 性 质 :、 本 闻 将 在 此 基础 上 讨论 
状态 空间 五 的 分 解 . 所 有 采用 的 基本 符号 均 限 上 节 一 致 、” 
定 及 亏 3 《( 闭 集 〉 设 C 为 状态 空间 五 中 的 一 个 子 集 . 若 
对 Y iEC, 及 j 仿 C, 有 pij 二 0, 则 称 C 为 闭 集 ， 
*。332 ， 


注 1 C 为 财 集 . 但 ENC 不 必 为 闲 集 . 设 瑟 = {0,1,2) 的 转移 
图 为 图 7. 3-1 ,转移 阵 为 


: 1/2 
。 2 


A 


图 7.3 3-1 转移 图 


0 
1. 
1 
2 
1 
2 





令 Cl 二 {0},Cs=={0,1}) ,C3 二 {0,2}. 则 Ci 均 为 闭 集 ,但 ENCi 均 非 
闭 集 .万 本 身 是 最 大 的 闭 集 , 


引 理 7.3. 1 C 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 天 伯 之 一 成。 
GD iEC 人 C=ir 方 
Gi) >1p0 一 1 (YY iECnEN). 
JEC ， , | 
| 证 5 六 EC 按 Ch 方程 ,可 


i 
-4 


bp = = Bp by = Bob + : + pop =0. 
gins s&C), 则 接 Ch; :KK 方程 有 
2 9 = ps ps; + ZPDb, 一 0 


四 py =0(VnE N)=: Yj 即 条 件 6 成 机 
由 条 件 G) 立 即 可 得 条 件 (ii). 

.上 反之 ;车 他 成立， Wp oeC, jcy 从 而 ， C 为 闭 集 . 显 
然 ,条 件 G2 和 等 价 ， 由 

注 2 按 引 理 7.1.1， 若 C 为 闭 集 ， 网 __[p] ee 为 转移 隆 ， 
且 P=Pl.(Y nEN). 这 个 事实 表明 : 当 C 为 玖 中 之 闭 子 集 时 ， 
将 状态 空间 五 限制 到 C 后 ,6 必 为 以 C 为 状态 空间 的 齐 次 ， 

+* B39». 


Markov 链 . 因此 ,从 五 中 分 解 出 说 集 就 是 一 个 很 基本 的 问题 . 
定理 7. 3.1 状态 空间 五 中 所 有 常 返 状态 构成 一 个 闭 集 ， 

证 设 C 汶 EE 毕 常 返 状态 全 体 : 若 C 一 五 , 则 C 自然 为 闭 集 . 
现 假定 CEE， 不 为 闭 集 . 则 按 定 义 7.3.1,3 i€C,j&C, 让 py 关 
0. 这 表明 :i-> 记 由 于 /为 非常 返 状态 而 有 记过 1. 按 引 理 7.2.7， 
有 之)p 之 co. 然而 , 按 Ch, -K. 廊 程 ， 有 


>9 = p> Sp -0 
按 定理 7.2.3 及 ps 之 0， 下 戒 右 边 当 N 一 oc 时 趋向 于 oo. 因此 ， 
pm =o0. 这 就 导致 牙 盾 大 c 为 闭 集 . 


定义 7.3.2 如 果 齐 次 Markov 链 的 状态 空间 E 不 含 真 闭 
集 , 则 称 为 不 可 约 Magkov 能 . : 

引 理 7. 3.2 车 已 是 不 可 约 的 ， 则 二 要 么 不 全 常 返 状态 
不 含 非常 返 状态 。 

证 下 不 可 约 表明 : 它 也 为 最 小 国信 按 定理 7. 3.1, 到 中 常 
返 状 态 全 体 C 构成 一 个 闭 集 . 因此 , 若 尼 合 常 返 状态 , 则 天 =C， 

到 目前 为 止 ,已 经 知道 :在 E 中 去 掉 非 本 质 状态 后 剩 下 的 构 
成 一 个 闭 集 , 而 在 此 闭 集中 常 六 状态 全 体 构 戒 一 个 闭 集 . 从 引 理 
7. 3. 2 中 看 出 ,不 可 纺 链 是 基本 链 , 特 别 是 常 返 不 可 约 链 :' 这 就 是 
为 什么 在 齐 次 Markov 链 理论 中 不 可 约 链 是 人 们 研究 的 基本 对 
象 , 按 引 理 7. 3. 1 ,不 同 闭 集 之 间 的 元 素 是 不 能 互通 的 . 这 个 事实 
表明 : 按 互 通关 系 定 六 的 状态 类 必 为 闭 集 . 这 启示 我 们 ， E 中 党 反 
状态 全 体 可 以 按 “ 互 通关 系 " 分 解 ， 

定义 7.3.2 4 设 口 为 已 中 党 返 状态 全 体 , 则 存在 不 可 约 闭 集 
列 C=(C>D,3C 一 Cr: 空 各 为 半 集 )， 黄 中 C 油 足下 3 要 

ec 中 的 状态 互通 (Y lL); 

-CNG=G UFR), 
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而 且 满 足 条 件 (iy 和 (ii) 的 分 解 是 唯一 的 . 

证 任 取 EC'. 定义 Cl 二 {jEC’ : ji}, 任 取 izEC" \ 
Ci 定义 

/ C; = 4j EEC” \C :je i2). 
假定 按 此 格式 已 作出 C1,C,，… Cn 人 Ci =C NUCw, 并 任 取 i 
EC ,定义 
CH= (jE CS). | 

于 是 ,从 C"* 中 就 可 构 作出 集 列 (Ci,! 宇 1). 具有 下 列 特性 ， 

C.1 Ct 中 的 状态 互通 . ( 按 引 理 7.2.2)， 

C.2 Cl 是 不 可 约 的. 事实 上 , 若 不 然 , 则 按 引 理 7. 3.1, 存 在 
闭 集 C'1,jECNC', 闻 i 《Y i€C', )， 这 与 C. 1 矛盾 ; 

C.3 CNG=BU 关 A). 事实 上 , 若 CiNGCi 了 2B, 则 iECiN 
C4 意味 着 :i>ieri. 按 引 理 7.2.2,i<ris, 于 是 ,i1/ECi. 这 与 定 
义 矛 盾 ; 

C.4 C 一 日 c. 事实 上 ， 尼 为 至 多 可 数 集 . 因此 , 集 列 C 至 多 
可 数 个 ,车 ec: , 则 从 站 出 发 可 以 构 作 一 个 互通 类 C. .然而 , 按 
集 列 C 的 构 作法 , 必 有 C. EC. 帮 CC 从 而 C* 一 UC 

满足 条 件 (D) 和 ii) 的 分 解 之 唯一 性 是 显然 的 . 

推论 7.3.1 (DE=I 十 WC', 其 中 I 为 EE 中 非常 返 状态 全 
体 , 而 集 列 (C ,之 1) 按 定理 7. 3. 2 中 定义 ; 

(ii) 若 EE 不 含 常 返 状态 , 则 

不 可 约 和 一 无 为 互通 类 ; 

(iii) 若 豆 为 常 返 不 可 约 状 态 空 间 , 则 到 的 所 有 元 素 具有 相同 
的 有 限 周期 性 . 

注 3 此 推论 表明 :具有 周期 4( 含 4=1) 的 常 返 不 可 约 
Markov 链 是 常 返 不 可 约 Markov 链 类 型 中 的 最 基本 形式 . 因此 之 
故 ,这 种 类 型 的 Markov. 链 成 为 人 们 的 重要 研讨 对 象 之 一 ，“ 

引 理 .7.3.3 设 i,JEE,j 常 返 且 具 有 周期 ,给 定 ~EN., 若 
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3 Ao 关 1 ,使 得 p41>>0, 则 3 ma 六方 罗 “>>0 (Y 7 人 mo)， 
证 事实 上 , 按 定理 7. 2..4, 存 在 mn’ 之 1, 使 得 
py >0 Yn mn"). 
按 Ch. -K. 方 程 ,有 | 
pt = 六 = Zp oftr) pi —ko)d) 之 pertn p ‘out oo0) ， 


现在 , 取 zzo 王 入 -二 ,网 
mn hmm. 
于 是 ,p00>>0, 从 而 ,02>>0 (Y mo 
引 理 7.3.4 设 天 为 已 中 具有 周期 4 的 豆 通 类 任 取 ?E 天， 


仿 


-大 GD) = (je K, 洋 有 之 1, 闻 py > 0} (0<r<d— 1). 
££, 2) 一 KG)， 其 中 m= hd 十 r= ( ry =r(modd). 
则 CDiE Koli), KO =KoG) (V jE Ki)), 
GK DMNK DN) = (Or rgd~—1,H rr2); 
GiDK, ei CO) NN Kore i) = (0Sn\rnd—1, 且 z 
Fa) 
GvIK, (DE {jEK;I 如 1， pe > (VY mEN). 
证 性质 Gv) 可 以 从 引 理 .3.3 中 得 出 性 质 (ii) 可 由 引 理 
7.358 及 性 质 (i 推 出 , 因此 , 仅 需 证 明和 (ii 2 
先 证 0), 设 JE 如 G), 则 3 Ko 之 1y 闻 Pp 名 之 0 由 i 和 常 返 立山 
可 得 i€ KoG). 若 zxEKoC7)， 则 3 21 ,六 p>>0. 了 于 是 , 按 
Ch. -K. 方程 有 四 4 
rt 20 > > pop . pu ~ 0 | 
故 ,WE Koli), BR Ke) CS Koli). 
按 对 称 性 ,车 1E Ko(7)， 则 KoG)yCKo《 站 ,从 而 ， KoCi) =Ko()). 为 
证 iEK。0), 即 3 4 之 1, 闻 ph?>0, 注意 ， 人， 按 假设 ,i 因此 ， 
3 mw 守 1, 计 p72? 之 0. 从 而 
+ 3360 2 


二 


PE pH» pho > 0 Ci,j € KoG))， 
又 i 县 有 周期 d, 上 式 表 明 :Aocd 十 7 能 被 ad 整除 , 即 3 lo 之 1 ,7110 
=ld. 于 是 ,p40>0. 故 iEKo( 站 ， 

最 后 证 (ii), 假如 KON 站 Kz 让 jEK, (HK, CO), 
则 3 名 这 1, 之 1, 闻 pp or »>0, p>0 注意 ， K 为 互通 类 
因此 ,3 mw 宇 1. 闻 p 产 闫 0. 

于 是 ， pet -1) 之 ps” 44 二 站) ph” ~»0 0. 


因 ; 具有 周期 4. 因此 ,x 十 m4 能 被 4 整除 . 然而 ,rs 一 m1<d, 故 只 
能 有 i 二 rz. 这 表明 : : 若 “ 关 72; 则 
K, (DN K, 0) = 好. 


定理 7.3.3 设 KK 为 E 中 具有 周期 4 的 了 通 类 . 则 天 可 分 解 

成 a 个 互 不 相 联 的 子 类 ; 
天 oa r Kemodn) »*" ,Ka ymoda): 
使 得 从 K。 出 发 仅 一 步 就 能 运动 到 KunilV mEN). 此 外 ,对 Y 
EK, wu 一 1 2),3 上 整数 N= -NGij)， EN (¥Y n>N). 
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证 下 忆 =K. 必 ,其 中 Ki) 按 可 理 7.3. 4 定义 . 按 此 所 
理 ,{ 玉 ouo,0<yr<d 一 1} 互 不 相 联 易 证 : K=Uk. 事实 上 上 ， 对 
VY jEK, 因 六 一 六 而 3 mp 0, 大 jEK 尺码 有 表示 ; 


”人 了， 


, m=kd+r, (<r<a—1), 于 是 jE K.CUK, 即 KEUKCK. 


现在 证 明 ; >)p。 一 1(V sEK, 1). 事实 上 , 按 引 理 7.3.3, 对 
YE 天， 人 
VY xuE 开 ,iT1, 方 po >0(Y.k 之 ko), 按 KK, 之 定义 , 当 u&K, 
时 ,2w 一 0CY 之 ko). 于 是 , 按 Ch.-K. 方 程 ,可 得 ， 
: 0= pe dr) = Zp 
庄 齐 ; 若 : 攻 四 1; 则 put oy % 宇 &0) (否则 有 5EK. 庆 如 果 


当 $0 ER,i 时 ?9 思 >0 » 则 关于 此 $0 总 可 找 针 多 之 k6， > 使 得 : pe tn 
盖 0. 故 
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四 (kd+r—1) ~, p(kdt+r—1) 
0 一 2) Pis * Ps 之 Pis, ” Ps > 0, 


.ssEK 


这 个 矛盾 表明 :如 一 0 (Y s€E Ki1wu&K,). 
>1= Pps= dpaly sEK, DD). 
u€EK wE 大- 


即 天 经 一 步 即 可 达 Kt 
下 面 证 明定 理 中 的 最 后 结论 .为 此 , 先 证 
名 名 盖 0(V7J E Kn). 


事实 上 ， 假如 ,3 ,EK, 其 中 r=—ro Cmodd) ,m=moCmodd), 且 n 
尖 mo ,pa j>0. 则 按 Ch. -K. 方程 ， 有 
pot! r+l) ) 之 pt» py > 0( 当 上 足够 大 时 )， 

jE Kn. 

但 ro 十 1 关 nio 十 1. 这 就 出 现 矛 盾 . 故 
py = 0 (Vu Kj E Ket). 
假如 p=00Y 2E 天 。) 也 成 立 ， 则 相应 于 K 的 转移 阵 的 第 7 列 全 
为 0. 于 是 ,j 为 相对 于 及 的 非 本 质 状态 . 这 与 天 的 性 质 矛 盾 . 故 对 
VERKr3 xzER po>0 
现在 ,利用 这 个 结果 来 完成 命题 之 证 . 不 妨 设 0<n<m<d 一 

1( nm 二 产 的 情形 结论 显然 真 ). 按 Ch. -K. 方程 有. 加 

LO 


Dii Ps i “Pp,_ 
jEk Tir, lr tl Pin i 


i p,;, p; .i'np ;> 0 
2 > i Pe i 

EK, ni iritl ntirtz "1? 
prt = 


Pi ， py pa . 
之 pun pry-™ > 0( 当 k 足够 大 时 )。 


. 注 4 -假如 Px 是 相应 于 天 的 转移 阵 ， K= Ven P; 的 结构 
如 图 7. 3-2 所 示 ( 分 抉 形式 ). 
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wet EE 


i -- 


下 -1 K, 





长 


《空白 处 为 0) (a) 块 结构 (b) 运 动 图 
图 7.3-2 
定理 7.3.4 有 限 齐 次 Markov 链 的 所 有 非常 返 状态 组 成 的 
集合 天 不 可 能 是 闭 集 . 

证 注意 ; 集 天 是 有 限 的 . 按 定理 7. 2. 1, 系统 从 任意 状态 出 
发 以 概率 1 只 能 有 限 次 返回 天 中 的 每 个 状态 . 由 天 有 限 可 得 结 
论 : 系统 从 任意 状 窟 出 发 以 概率 1 有 限 次 返回 集 KK. 因此 ,系统 最 

终 必 然 离 开外 , 故 天 不 能 为 闭 集 . 
例 7.3.1 考察 注 1 中 的 例 ,显然 


(Cn 1 oy 1\” 
pi = (去 ， ps = [二 . 
>> 一 1， > = 一 1, 
由 此 可 知 ,状态 1 和 2 都 是 非常 返 的 从 注 1 中 也 可 看 出 ; (1,2} 不 
是 E= {0,1,2) 的 闭 集 . 
推论 7.3.2 有 限 不 可 约 Markov 链 的 状态 都 是 党 返 的 . 
证 按 定理 7. 3.4, 此 链 的 状态 空间 EE 不 含 非常 返 状 态 . 按 引 
理 7,3.2, 五 中 状态 全 是 常 返 的 。 - 
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定理 7. 3.5 有 限 齐 次 Markov 链 没 有 零 常 返 状态 . 
证 设 五 为 状态 空间 . 假定 iEE 为 零 常 返 状 态 . 则 按 定 理 
7. 3. 2,3 一 个 不 可 约 常 返 闭 集 C, 方 ;EC 于 是 , 228 一 1CVY > 


JEG 


EN).C' 为 互通 类 ,具有 周期 4( 含 4=1). 按 状态 判 据 ( 工 )( 人 参看 
$7.2) 和 推论 7.2.1, 有 limp?==0, 因 Ci 为 有 限 集 . 故 tim 与 >， 
wo ”ECG 
可 以 交换 次 序 , 这 就 得 到 ， 
1 一 lim > ,py 六 一 >) limzo = 0， 


”jiEG JECi 
这 个 矛盾 表明 :无 不 能 含 零 常 返 状态 . 
-定理 7.3.6 有 限 不 可 约 Markov 链 的 状态 都 是 正常 返 的 . 
-证 按 推论 7. 3. 2, 此 链 常 返 . 按 定 理 7. 3. 5 ,此 链 不 含 零 常 返 
状态 , 故 结论 真 ， 
例 7. 3. 2 继续 考察 例 7.1.2( 无 限 随机 游 动 ). 
1. 所 有 状态 都 是 互通 的 (由 pr 的 表示 可 见 ). 
_ 2, 所 有 状态 都 具有 周期 2( 由 ps 二 0,p?? 之 0 得 出 ). 
3, 当 sg 时 ,所 有 的 状态 都 是 非常 返 的 . 
事实 上 ,4p ，g 过 1( 当 pg 时 ), 令 t= 二 4pg, 则 按 浙 近 公 式 , 有 


mo (2m) 一 .—* ,Sn oo 
之 六 一 2 之 C， /二 <C 2 < 
按 判 据 ( I ) ,i 为 非常 返 状态 . (VY i€ EE). 


4. 当 p=g 时 ,所 有 状态 都 是 零 常 返 的 . 
事实 上 ,有 








GD C， ,1 _ 
之 加 -以 J 
按 状 态 判 据 2. (1) ,i 为 零 常 返 状态 CY i€E). 


5. 无 限 随机 游 动 是 不 可 约 Markov 链 ( 按 定理 7. 3. 2)， 
se。 340. - 


例 7.3.3 离散 分 支 过 程 ， 
1. 数学 模型 , 设 N= 二 {0,1,2,…} ,=N, &, 表示 群体 第 代 
中 个 体 的 数目 . 假定 第 代 中 的 第 人 


为 取 值 于 瑟 的 r v.Y?. 因 此 ， 有 tn YP nE). 设 Y= 


(Yi 之 1) 为 独立 同 分 布 的 二 值 rv 列 , 且 POYi=D) =pi(Y i€ 
E,k 之 1). (Yr:k 之 1,nEN) 独 立 同 分 布 , 且 YI? 与 Y 有 相同 的 分 
布 (Yk 之 1,nEN). 按 上 述 假设 ,群体 在 时 刻 ”之 前 的 历史 状况 与 
之 后 的 发 展 是 独立 的 , 这 表明 ;= 二 《&,,nEN) 为 一 个 Markov 链 . 

现在 给 出 此 链 的 转移 概率 | 


名 
Plér 一 J/8 =i)=P( YY =j,6, 一 1/6 一 让 
Ro 


-P| >Y, 一 中 . 
令 加 PCNA 二 让, 则 pu 与 nEN 无 关 , 且 
py= 2) POY,=&h,1 </<0) 


heb Li 
Oe A 


一 名 0 (7. 3-1) 
综 上 分 析 为 齐 次 Markov 链 ， 是 转移 阵 由 0. 3-1) 式 定义 . 
2、 母 函数 定义 函 数 
G(2Z) = 2b:2" F(Z2) = 22Y n €N). 
hEE kEE 


(7. 3-2) 
最 然 ,GC 和 下 在 单位 园 {1Z1<11 内 解析 ， 且 关 于 2 在 原点 处 无 穷 
次 可 微 . 此 外 ,它们 还 具有 下 列 性 质 ， 
G1 F(Z)=6°(2), 其 中 G™(2)=G(G" YZ2)=G° 
“ GZ). 
事实 上 ,由 (7. 3-1) 式 可 得 
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六 po 一 Sz ， DY) 和 一 { jx = (G(Z))', 
hEE EE teE . 


(7 3-3) 
其 中 人 5》 对 如,…, 如 求 和 ,而 如 满足 约束 ; 
klEE,hk 二 + 十 k= 上 . 


. 和 (2)= 2 2 = 之 ) Dp paZ! 


EE i€EE 


-Dp Dp Zp GD 
2 z 


i€EE 


= F,(G(2)) = F, « G(Z2) | 
过 Fi1(2) 一 G。…。G(Z) (函数 G 复 合 n 十 1 次 )， 


G.2 F(Z2)=(F,(2))=(G (ZZ) (7. 3-4) 
其 中 i€E， Fi,(2Z)= Dp Zt. 
kEE 


事实 上 , 按 Ch. -K. 方 程 及 (7. 3-2) 式 ,有 
Fa(2)= DpY I GZ) = Fa (G(Z)) = = Fs(G™ (2)) 


JE 已 


= DpP * (GD) = (GZ 


jEE 


3. 状态 分 类 . 设 加 之 0. 显然 ,pw 一 1， 且 
加 = PYi+ 二 +Y;=0)= Pe,=0 = pV i EE). 


I 
因此 ,0 为 吸收 状态 . 设 0XiEE， 则  : . 

Plo; = ce/ 一 1 宇 P(é, 一 0/6 一 1) 一 po > 0. 
因此 , 巨 中 任意 不 为 0 的 状态 都 是 非常 返 的 . 设 声 之 0(uEE,0<n 
<N), 其 中 为 某 正 整数 , 则 

(Die>j, 其 中 i,jEE, 且 0<ij&N; 
(ii) 当 0<i&N 时 ,i 是非 周期 的 , : 
事实 上 ,由 (7. 3-1) 式 知 ， | 
Pii = 2 pr bi"*ps, 之 po'p;> 0. oo 
这 里 求 和 符号 之 表示 对 加,…, 名 求 和 ,其 中 EE, 且 '，，， 
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ki 十 … 十 k= 二 了 
由 此 及 对 称 性 即 可 得 (i). 为 证 (ii) ,考虑 下 列 各 式 ， 
Pu = pirpua = ups pV u EE). 
p? = Zp pi' ps 之 pi>0. 
因此 ,状态 1 非 周期 . 同 理 可 得 状态 2 非 周 期 . 由 此 , 即 可 归纳 出 
《ii). 
4. 状态 空间 EE 的 分 解 
C.1 当 P(Y=0)=po>0 时 ,K={0),I={1,2,.…),E=K 
十 7. 其 中 天 为 常 返 闭 集 .7 为 非常 返 状态 集 (不 是 闭 集 ). 
C.2 当 po=1 时 ,pn=1(Y iEE), 
piy=0(YVjEE,I¥0€EE). 
这 时 ,KK 为 闭 集 ,了 为 非 本 质 状 态 集 ,不 是 闭 和 集 . 
C.3 当 po=0 时 ,pu 二 po 二 0(Y iE€E,i 尖 0) ,pw 一 1. 这 时 ， 
KK 为 闭 集 ,7 为 闭 集 . 
5. 灭 种 界限 
L. 1 pe =(p YY 一 入, 其 中 IEREnE- 9 一 一 记 0 
事实 上 , 按 (7. 3-4) 式 ,有 
po = F,,(0) = (F, (OY = (pO 
.2 《= limb, 存在 ， 且 满足 方程 ££=G()., 
事实 上 ， G0 在 zE[0， 1] 上 是 单调 非 降 的 , 且 
bt = ptt 一 全 = Zh = GO,). . 
这 里 pu=p. 于是， &C)>p= 5 假如 人. EN) 具 有 单调 
性 ,出 极 限 # 存在 ,是 满足 方程 :一 CG)， 
考察 差 值 : : 
bn C= GC,) 一 Gu, 1) = E(t — C1) 


Y~i 
=E[(, ~ 6) D6» loo | 
fa 人 
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Y—1 
一 (入 — & VE( ZH lon). 
由 妮 递 推 关 系 及 4 之 5 立即 可 得 ;5 尖 4 
L. 3 《为 方程 -===G(z) 的 最 小 正 根 , (6==lim&,》. 
事实 上 , 设 4 为 一 G(z) 的 任 一 正 根 . 则 
b= p= C00) SCG) = 
tb = GH) REG) 一 2 
>6, ROG) = ut Eu. 
-1.4 设 1>po>0,m= 二 EY(Y=Yi),G(z)=Ez’, 则 
“方程 z==G(z) 在 (0,1) 中 有 解 * 等 价 于 “mm 之 1”. 
事实 上 , 令 f(z)=z 一 Gz), 则 了 f(0)= 一 po<0. 
pz 一 1 一 Ex >0 于 z= 二 0 附近 . 
过 f(z) 于 z= 0 的 附近 . 
注意 ; f(1)=1 一 G(1)=0, (=1 一 EY=1 一 m. 
若 m1， 则 f(z) y0 于 x 二 1 附近 . 故 z=G(z) 于 (0， 1) 中 有 解 . 若 若 
ji<ct, 则 Fe) 单调 上 升 于 (0,1)7 上 (这 是 因为 P (z) 一 1 一 EYzy 一 : 
宇 1 一 m 之 0 于 (0,1) 上 ). 这 时 ,z=G(z) 在 (0,1) 内 无 解 , 车 m=1， 
则 有 (z) 宇 0, 且 
. f(z) =— ECY(Y 一 1)z7™?) 之 0 于 (0,1) 上 . 
因此 ,f(z) 严 格 单调 上 升 到 0. 从 而 ,x 一 G《z) 于 (0,1) 内 无 解 . 
归纳 上 述 分 析 ,可 得 如 下 结论 ， 
定理 7.3.7 假设 种 群 的 个 体 不 产生 下 一 代 的 概率 po EE€(0， 
1). 种 群 的 个 体 产 生 下 一 代 的 平均 值 为 wr. 则 当 m<1 时 ,该 群体 
以 概率 1 迟早 消失 ( 即 灭 种 ); 当 m 之 1 时 ,该 群体 迟早 消失 的 概率 
为 ,无 限 发 展 的 概率 为 1 一 5# ,其 中 iE€E 表示 种 群 开始 的 成 员 
数 ,z 为 方程 z= 二 G(z) 在 (0,1) 内 的 最 小 正 根 . 
证 当 m<1 时 ,方程 z=G(z) 于 (0,1) 内 无 解 . 而 5 为 满足 此 
方程 的 最 小 正解 . 因此 光一 1, 即 
lim29 = limb, = 1 (ViE E). 
。344. 


这 表明 :; 随 着 时 间 的 推移 ,群体 自任 意 状 态 出 发 都 终归 消亡 . 当 m 
>1 时 ,有 

limpl’ = (imt,)’ 一 区 (YE E). 
此 极限 表明 :群体 开始 时 有 成 员 i 个 ,终归 消亡 的 概率 为 8, 注意 ， 
当 m>1 时 ,方程 Z 一 CCZ2) 有 解 于 (0,1) 中 . 因此 ,0 过 ft<1. 由 此 可 
见 , 随 着 群体 的 初 态 增加 ,消亡 的 概率 愈 来 您 小 . 


$7.4 2 的 渐 近 性 与 平稳 分 布 


前 两 节 介绍 状态 分 类 和 状态 空间 的 分 解 . 并 强调 指出 :不 可 约 
Markov 链 在 Markov 亚 论 中 是 最 直 本 的 类 型 之 一 , 本 节 主 要 涉及 
这 一 类 型 ,并 讨论 平稳 Markov 链 的 特性 . 这 里 总 假定 天 是 不 可 约 
的 . 按 引 理 7.3.2,E 要 么 全 常 返 ,要么 全 非常 返 ,如何 判 断 一 个 不 
可 约 Markov 链 是 常 返 的 问题 与 以 下 方程 的 性 质 有 密切 关系 ， 

设 多 为 转移 阵 , z= (zj,jEE)(*T*” 表 示 转 置 ). 则 由 多 可 
以 产生 下 列 方程 组 . 

27 二 XB 或 Dpizi= zx(Y i € EF); (7. 4-1) 
， JE . 

2 或 pm 一 ATE (7.42) 

z> Pz Rp < (YiE 已 )， (7. 4-3) 


定理 7.4. 1 不 可 约 Markov 链 常 返 的 充 要 条 件 是 ， 不 等 式 组 
(7. 4-3) 除 z=C( 常 数 ) 外 ,没有 任何 非 负 的 非 平 几 解 . 
证 必要 性 , 设 链 $ 不 可 约 常 返 ,假如 (7,4-3) 有 不 全 为 0 的 
非 负 解 z, 如 分 量 zx/>0. 不 可 约 性 表明 :it 一 /. 于 是 ,3 n 之 1, 店 
2 全 >0. 由 方程 (7, 4-3) 及 Ch. -K. 方程 可 推出 ， 


过 2 ZVi€E EmEN) 


pt ri>0(YiEE). 
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即 z 的 所 有 分 量 为 正 数 , 现在 , 任 取 状态 aE 民 令 % 一 元 , 则 
.之 Dpiy; = pi 十 Dpiy;. 
. jEE jz 
登 代 一 次 得 
入 之 pi 十 pupn 十 > > popayr. (7. 4-4) 
jo jj 泛 10 好 10 ， 
按 定理 7. 2. 30), 有 
Pi = fi ,ph = WW Pi t fe 
>/ 一 pe 一 wpe, 一 Zp; ”Zi 
本 jh 
定义 符号 :p22 二 之 ypwpa, 并 代入 (7.4-4) 式 ,得 
二 
. y+ 二, PR 
. i 
采用 归纳 法 ,可 得 : 
N : N . 
y+ yO WYNEN. 
n=l kl 9 | n=1 
| (7. 4-5) 
按 直 的 常 返 性 及 定理 7,2.2, 有 fi 二 1. 故 在 (7. 4-5) 式 中 让 和 N 一 
coo, 可 得 ;yy 这 f= 二 1 (V iEE). 从 而 
‘Tit Vi EE,l €E). 


这 表明 :z=C( 常 数 ). 这 就 证 实 : 非 负 非 平凡 解 只 能 为 常数 . 

充分 性 :采用 反 证 法 . 假定 4 有 一 个 非常 返 状态 4, 即 疡 一 1， 
则 至 少 存在 一 个 ioEECio 才 1) ,六 fi,<1. 事实 上 , 若 不 然 , 则 ==1 
(Y iEE,iL) , 按 引 理 7.2.3(ii), 有 、 


fo 二 7 


>fu= DP = + po 
n=] n=2 jl 
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和 -人 ~ 


一 加 十 pufs 一 1 
这 与 万 <1 矛盾 . 类 似 地 作法 可 证 . . 
fi = Put PbafulV i € E). (7. 4-6) 
现在 , 令 工 =1,z; 二 fy (i 天)， 出 由 人 4 纺 式 可 知 ， 方程 组 (7. 4-3) 
有 一 个 非常 数 非 负 非 平凡 解 . (… 盖 一 1,m<1). 这 与 条 件 不 符 , 故 。 
fn 二 1. 从 而 ,为 常 返 状态 . 即 < 为 常 返 链 . 和 
下 面 讨论 方程 组 (7. 4-1) 的 可 解 性 . 假如 求 和 符号 可 以 交换 
将 方程 组 (7. 人 本 人 次 ,并 采用 Ch. -K. 方 程 ,立即 可 得 
EVEN (7. 4-7) 
令 Q.= 广 22 ng 存在 ， 且 为 Q, 则 
人 一 = 一 2iQ. 
为 保证 此 处 理 过 程 能 通过 ， 对 > 禹 加 茶 些 限制 这 就 引出 了 如 下 
结论 ， 


定理 7.4.2 设 & 为 任意 常 返 不 可 约 Markov 链 ， 则 方程 
(7. 4-1) 最 多 只 有 一 个 绝对 可 和 解 I 
B= | 
一 着 正常 返 ， 出 方程 (7 人 
式 : 


和 一 妈 到 这 拘 -Lg Dj EE).- 


若 # 零 常 返 ， 则 方程 (7. 和 的 绝对 可 和 解 只 :能 是 平凡 解 ， 


证 假如 方程 (7. 4-1) 存 在 绝对 可 和 和 解 之, 则 由 于 求 和 次 序 可 
以 交换 而 有 


四 了 0 
其 中 Ql =[gg] jEES 哆 = top. , 
由 的 不 可 约 常 返 性 知 ， 具有 周期 2( 信 2 71). 按 引 理 7,2.5 沽 
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定理 7. 2.5, 有 
冯 站 这 -名 矶 这 ov - 
利用 关系 式 : 
. lim Pe 
并 仿 引 理 7:2.5 之 证 ， 便 可 得 
ee 
由 g 的 不 可 约 和 党 浙 性 及 定理 7 2. ? 知 ， fi=1l. 故 
v = img 各 = 六 (Yi,j E E). 
法 假定 :> 可 和 , 即 2 1 [< ce. 因此, 下面 的 求 设 限 过 程 是 合理 


和 


7 na Or limQy = xd,， 站 . 
其 中 [rear 一 = EE 
‘i A 


一 2 = ty i EB)- 
假如 方程 (7. 4 有 商 个 绝对 可 和 角 zx,T z 都 满足 定理 中 的 条 


作出， ie 
2 Zi) 一 0, 


这 时 ,一 开 也 是 方程 人 的 绝对 可 各 名 且 分 基 之 和 为 0， 按 前 
面 的 结果 ; 应 有 


和 一 0G GE E).: 
这 表明 ， 将 足 定理 中 区 求 的 绝 对 可 和 角 是 叭 一 的 
现在 ， 设 是 不 可 约 正常 返 甸 则 有 ->0 (Y i€EE). 者 要 求 


满足 ; Dr 风 较 前 面 的 续 和 果 :有 CQViED， 因 
,348 ， 


1 ， 


Cs Ne Me 1 


此 ,对 zx 的 要 求 转化 为 : Zt 为 证 明 此 式 , 设 天 为 九 中 的 任 
意 有 限 子 集 ， 则 由 Ch. kK, 各， 下 


CN) 


So pa, 


:>qs 学 > Zab (VE 中 的 有 限于 入 K) 
一 qu 之 > BP Pi :下 人 > 
反复 利用 这 种 处 理 焰 式 ， 便 可 得 
‘vw 2 WY ni EE E). 
现在 ,我 们 要 证 明 此 式 的 等 号 成 立 ， 假若 不 然 , 则 
jn 之 1 及 L EE， ya py 
让 为 中 的 人 有 限于, 则 和 
.20 = lim N ppp 
这 表明 ， 可 和 的- 于 于 是 ， 下 机 表征， a 


RE 
. . iEE | i€E jEE . oo 
这 个 矛盾 表明 : . 
= (Y > 
7EE 


=>v; 一 ma do = -lindp = ne | 
(这 里 用 到 ， 是 提 所 可 的 性 质 ) 四 下角 到 下 o>0QW iE 加 
放 w=1 | 
“最 后 , 设 é 是 不 可 约 过 党 返 的 。 册 一 = iEE). 从 而 久 == 
“349。 


0. 和 平 是 ,过 一 zx7Q 一 0， 由 绝对 可 和 解 的 叭 一 性 ， 此 和解 是 唯一 的 平 几 
解 . 

注 1 零 常 返 的 不 可 约 Markov 链 在 绝对 可 和 解 范围 内 只 4 有 
平凡 解 . 假如 超出 此 范围 , 它 是 否 存在 非 负 非 平凡 解 呢 ? 为 了 回答 
这 个 问题 ,需要 考虑 taboo 概率 . 

推论 7.4. I 不 可 约 Markov 链 正常 返 的 充 要 条 件 是 ;方程 
(7.4.1) 存 在 唯一 非 负 非 平凡 的 绝对 可 和 解 2 =1, 且 zx 


TH 一 


推论 了 4. 2， 不 可 约 Markov 链 是 记 历 的 充 要 条 件 是 :方程 
《7.4-1) 存 在 唯一 非 负 非 平凡 的 绝对 可 可 和 解 z, 使 得 ， 人 21 , 且 


EI 


Xi 二 .Vi 守 = limpr 二 过 yi GE 
现在 ， 开始 介绍 四 tabod 概率 . 电 
pi; = 之 Papa pj, i 四 


igre < < 
用 以 表示 “系统 从 次 i 发 丰 于 让 全 中 闪 不 二 
状态 的 秘 率 (前 面 已 见 过 ); : i 
定义 7.4.1 (taboo: 概率 ) 设 HCE: 邻 
Hpy = P({ 系 统 在 时 多 n 命中 状态 CX ,但 中 途 不 进入 HN/ = -0) 
= P(é,&H, 1<r<<nr1; 6 二 jj/ 人 =7), 
称 {zp :nnEN,i、 jEE) 为 具有 禁 固 集 的 taboo 概率 . 车 = 
{0) , 则 简 记 yp 人 Y=1p9. 
显然 wp =piopy 二 有 up py 
_ 下面 介 绍 taboo 概率 的 某 些 性 质 
1 pr "= Fo 。 pb, 其 中 二 oO 


Dp. 
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事实 上 ,第 一 式 在 形式 上 与 引 理 7. 2.3G) 一 致 ,其 推导 也 类 似 .第 
二 式 由 定义 而 得 . 


T.2 p= 2 pp 。 由 op £) G 站 


f= 。 yy 
事实 上 , 令 ,APP = 二 {S.A ,1 一 1;& 二 站、 
Bln,k) = {& = 站 天 十 1 rn). 
则 第 一 式 等 价 于 下 式 ; 
(& = NAP -Us = = 寺 mn LA 1 Bn,k) (7. 48) - 
定义 二 6,_4,0 二 Ln， 
a 
则 P(rsn+D)=1, 有 C=k)=Bn ,8) (Sk). 

(ti 二 1 十 1]) 二 信 关 记 0 志 k 声 n) 二 {名 天 i,0 和 入) 
不 难看 出 
{多 =i) NAP NC =” 十 D 一 人 
故 (7.4-7) 式 成 立 

在 第 一 式 中 ， 取 / 二 记 即 得 第 一 式 : - 
T. 3 母 函数 ,PCZ) 一 3029， 


,F(Z) = Bz 
具有 下 列 关系 ， 
i PADEFZY PZ); Fi(2) = Pal2) EARZ). 
事实 上 


Ps; (DD)= Sz.. pt? : 


n=0 


一 Df- 2 pon. ZZ 
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=,Fi(Z) “Pj(2).. 
F(Z)= Sfoz 一 > pe os pOZ" 


am0 


一 pe np: 2 


一 Pr(2) : (Bt) z 
~ =jPi(2) ,F(Z). 
T.4 生产 PCGD>0vPoG) 一 天 及 
事实 上 , 按 引 理 7.2.4, 有 户 >0. 因 此 
372 之 1， 六 有 > 0. 
从 而 , 当 ;i 坟 7 时 , 按 T 2 有 
了 lL<m<n, 六 J >° 
当 i=j 时 ， 转 T.1, 有 
31<m 人 gn fr > 
故 :F,(1)>>0. 利用 T.3 中 的 第 二 式 ， 和 的 结果 
T.5 令 /G;j== 2 p= PD; 则 当 i~*j 针 有 
~ Fll) - 
Gr = | os 
Gi 一 GD PA ai(1) 
Gy CG << co 
事实 上 ,第 二 式 即 下 4- 第 二 式 为 工 3 中 之 第 -- 武 在 Zn1 时 的 
形 . 第 三 式 由 第 二 式 推出 . 
定理 7.4.3 设 & 为 常 返 不 可 约 .Markov 链 ， 则 方程 (7.4 4-1) 
人 允许 有 如 下 非 负 解 z; : 
X= 1 Zi 二 /Gir 人 关 1i € E), 
其 中 /6E 匹 任意 指定 ， 7 
“。 3582， 


证 假定 2 一 9 < 一 人 (AL) ; 则 
p= ps 二 名 Go 


= p+ 2 Sp pi 
一 机 十 Dp . 
= ps te" oD : 
= =/G¢ = zz : 
(这 里 用 到 习 ) 与 2 可 以 交换 次 序 , 易 证 这 一 点 ) 


人 = pr th 一 > =f=1. 

综 上 分 析 ， 得 = 满足 方程 (7. 4.1) 之 结论 ， i 

” 上述 定理 解决 当 指 害 xz 二 1 时 ,方程 (7. 41) 有 有 解 存在 的 癌 
题 现在 考虑 哇 -- 性 问题 . 这 里 需要 借助 于 逆 Markov 的 新 人 .| 
在 介绍 这 一 概念 之 前 , 先 作 一 些 解释 . 

引 理 7.4.1 : 假定 是 正常 返 不 可 约 Markov、 链 又 设 * v= 
(ovieE) 为 《的 禄 始 分布， 这 里 的 v 塘 定理 7.4. 8 中 定义 ， 即 忆 一 
二 >0CY i€EE), 有 Zuo- 一 ! 这 就 是 说 ， 由 v 和 了 决定 ,考察 6 的 
一 多 分 机 ， 
PC -=D= aee: -7 DPC 二 人 
J 二 kt 一 Di ， i 
peé -六 = Br = i = 7 = vj). 
P=) = SP, = Dp = Dep =wt | 


本 
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一 P(e =)) =wVY jEE,nEN). 
由 此 可 见 , 的 一 维 分 布 具 有 平稳 性 . 从 而 , 为 平稳 不 可 约 
Markov 链 . 现在 ,定义 g?” 二 P(é&, 二 j/&4 一 站, 则 
一 Pplé nm =i/t, 一 访 PE = =po. 


” PC 一 1 vi 
FE kEAN ,i.jEE) 满 足 转移 概率 的 条 件 : 
q.1 gm 一 (0 
本 0, 天 7 


a2 Daf- (Zap ) el. YkEN). 
q.3 th. _-K. 方程 对 gj 成立， 即 . 
2 (De 2 VV 了 他 


二 (DM GD Qt+D 
pp PP =p = gh 
Vi; 


这 就 证 实 4 满足 转移 概率 的 要 求 ， .i 
“ 令 Q=[gijies, 则 QQ 为 转移 阵 ( 齐 次 的 !1): 现 宪 ， 假定 ， to 是 
以 v 为 初始 分 布 ,Q 为 转移 阵 的 齐 次 Markov " 链 则 人 的 维和 
布 也 是 平稳 的 . 事实 上 
”P= 让) 二 (Yi € E) (初始 分 布 )， 
POP =) =- ZrY = gy 


一 2 jva; = Dp; Dv, 二 
i€EE i€EE ‘ 
一 Po = =v(Vn€N, EE). 
这 表明 :se” 的 一 维 分 布 是 平稳 的 . 这 样 就 由 wv 和 多 得 到 两 个 平稳 
练 €,€". 从 Q 的 定义 中 不 难看 出 ,# 中 是 反 序 的 结果 , 即 8 = 
{oe Eb 6). 这 种 链 称 为 逆 链 ,但 下 面 的 一 种 情形 ， 却 不 具有 这 
种 平稳 链 . 


引 理 7. 4. 2 假定 是 零 常 近 不 可 约 链 按 定理 7. 4. 3, 方 程 
.354。 


(7. 4-1) 存 在 一 个 正解 =, 不 可 和 . 但 每 个 分 量 有 限 , 定义 
a = pA YE NJEE,), 


类 似 于 引 理 7. 4. 1 中 的 证 明 , 可 知 (gy ;万 EN,i、jEE) 为 转 
移 概率 . 令 Q=[qyjives, 则 Q 为 转移 阵 , 按 定理 7. 4. 2,6 不 存在 
平稳 分 布 , 因此 ,不 能 像 引 理 7?.4 1 中 的 情形 构 作 两 个 平稳 链 , 但 
可 根据 QQ 及 任意 指定 的 初始 分 布 构 作 一 个 链 6*. 然而 ,6 "不 能 通 
过 & 反 序 得 到 . 不 过 ,这 两 种 情形 有 一 个 共同 点 :两 个 转移 阵 的 结 
构 形式 完全 相同 . 

注 1 按 定理 7. 3.6, 有 限 不 可 约 Markov 链 是 正常 返 的 , 因 
此 , 引 理 7.4. 2 中 的 情形 不 会 出 现 . . 

定义 7.4.2 若 方 程 (7. 4-1) 有 一 个 正解 x. Q 二 [qj]; wees 其 


中 gg; j=pid :. 则 称 具有 转移 阵 Q 的 齐 次 Markov 链 &" 为 原 练 & 的 
逆 链 . 

引 理 .7. 4.1 若 Markov 链 § 不 可 约 , 且 正常 返 ( 零 常 返 ) ; 则 
逆 链 外 亦 不 可 约 , 旦 正常 返 ( 零 常 返 )。 

证 按 Q 的 定义 ,有 gs 二 pa(Y iEE). 故 结论 真 、 

定理 7.4.4 设 状态 空间 EE 不 可 约 且 常 返 , 则 对 Y 指定 的 /E 
E, 方 程 (7. 4-1) 满 是 条 件 ;z 二 1 的 有 界 非 负 解 z 是 唯一 的 , 且 


二 一 /Gu = tm( ah) ， (Ps) "#0. (7. 4-9) 

证 按 推论 7,4.1 ,在 正常 返 的 情形 下 ， 所 有 正解 之 间 仅 相差 

一 个 常数 因 乎 , 因此 ,满足 条 件 :z=1 的 正解 是 唯一 的 . 按 定理 

7.4. 3, 在 零 常 返 的 情形 下 ， 方程 (7. 4-1) 具 有 一 个 符合 要 求 的 有 界 

正解 z: 
T=1,c =/G;: Gli ‘€ EY). 

现 假 定 另 有 一 个 有 界 非 负 解 这 满足 要 求 志 二 1 则 令 z= 二 zi 一 2 
(VY i€E), 有 
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0 = Dp (Vi€ Ei#0). 
注意 到 zz A Ch. kK. 方程, 即 可 得 
1 ; = 5 HVYnEN,iEE). 


概 关 3 iiEE, 闻 六 > 如 果 <<0, 就 将 全 改 符号 )， 设 K 为 E 中 
的 有 限 子 集 . 则 请 多 和 和 不可 约 性 知 


夺 0 Nie 后 
> < 硬 腺 5 ‘pw .To0, 


; -nn 
这 就 导致 和 后 故 z* 一 0， 从 而 ， 唯一 ， 

最 后 证 明 极 限 关 系 式 (7. 4-9) 成 立 . 构 作 逆 练 &* , 按 引 理 
7. 4. 1 亦 不 可 约 ， 且 零 常 返 . 按 定理 7. 2.2, 疡 一 1CY i,jEEE). 
这 里 “大 袁 示 名 的 相应 量 . 注意 


2 = 
及 站 理 入 2. 3 的 和 引 理 7 2 5， ,有 


lim\ py 用 Say ) 一 = lim( 2 i 多 go 一 
~” -二 = 
注意 ;a9 一 bp 于 , 故 由 上 式 可 得 “ 
加 (骂人 1 " 有 Sap)( a)? 
= 有 VijEE. 
由 此 即 得 (7.4.9) 式 成 立 


和 366- eu 


$ 7.5 遍历 性 定理 


按 定义 7. 2.5, 非 周期 正常 返 齐 次 Markov 链 简 称 为 遍历 链 . 
假如 此 链 不 可 约 , 则 按 《4 中 的 讨论 ， 它 具 有 一 个 平稳 分 布 是 正 的 
且 唯 一 ,由 vw 为 初始 分 布 和 2 为 转移 阵 中 可 决定 一 个 平稳 Markov 
链 . 现在 讨论 这 种 平 净 链 的 浪 历 性 . ” 

定义 7.5.1 设 6==(6G)， 1 二 为 定义 在 C0， 入 ,P) 上 训 佳 
于 可 测 空间 (多 、 儿 ) 的 随机 过 程 若 对 VY nl, (hi, CT 及 
使 :+TaET 的 2 有  .. 

PGC tt) E Bi,l 去 这) = = pe) € Bi,1 <hSn 
QW BE BI<hSn), : 
则 称 为 ( 严 ) 平 稳 过 程 . | 

注 1 如 打 & 只 要 求 对 w=1.2 具有 定义 7. 5.1 中 的 性 质 , 则 - 
一 般 称 & 为 宽 平 稳 过 程 , 以 下 所 涉及 的 平稳 过 程 均 按 定义 7.5.1 
理解 加 

现在 , 设 T={…, 一 2, 一 1,0,1,2,*…}， 

ET 一 ET ER mET). 
并 让 《为 具有 参数 集 T 的 统一 值 随机 序列 ， Pe 表示 由 《诱导 的 
(多 7T,B7) 上 的 概率 测度 

定义 7.5.2 设 9 是 (27， Pr ,27) 的 可 测 变换 若 
0 由 如 下 关系 定义 ， 

WwW=0VuERD), UU EET, 
则 称 9 为 平移 算 子 .0 表示 0 的 道 , 即 
in 一 mm 人 (Yu GE RT,n 6&7T),:  ， 

引 理 7.5.1 :27- 值 rv， 列 平和 的 让 条 人 是， 对 条 电 的 
任意 柱 集 C, 有 . 

PC) = Pe(b(C)), 其 中 gC) = re :二 _ pu € CG). 

“证 设 9=0。0。…。0(9 的 nn 重 复合 肌 射 )， 

. 857， 


= {uE€ RT EBit ET, EELSCnN), 


则 当 m 宕 1 且 满 足 m 十 :ET 时 ,有 
PO) = {u€ His € BmET1<h < 小 


PtCC) = PeB-(C)) PC) 二 PKC)) 
定义 7.5.3 设 (U， ,5 ,四 为 二 测 席 空间 ， S 为 CU， 人 ) 到 自身 
的 可 测 变换 , 若 对 Y AE 人 2， 有 
AS- AD = pA), . 
其 中 5S-1A)= {usSu=w EA), 则 称 5 为 保 测 变换 、 
若 SS-1=S-1S=7, 则 说 5 可 道 , 且 其 逆 为 S- 
了 引 理 了 5.2 设 (U， 2 ,由 为 一 个 亚 有 限 测 度 空间 . s 为 此 空 
间 上 的 保 测 变换 , = (Fo :wnEU) 为 -可 测 的 非 负 还 数 ， 则 .. 
Lo /SDpdn) = | flu¥ulduyr (y PE 2). 要 
”证 先 闭 虑 :Jo0D 一 1 ,其 中 4E 人 多, 则 一 
| feudn) = A(AD), | 
f(Su) =,14(Su) = ls-icn C2) 
= f(s pa) = (SA N SDY YE 
ST1D) . 
i AASAAND) = AND 
= | reomnddo. 


由 此 立 得 ; 引 理 对 简单 函数 真 :“ : 
至 于 一 般 的 非 负 可 测 函 数 产 卢 本 
mp), 使 得 Of tf 0). 利用 单调 收 化 定理 ， 即 可 得 引 


"TT 


定义 7 5. 4 CR p 为 下 数 Sih, 2 十 


D= do 若 C3Ce AD， ,0<i<p 一 DD 中 冤 少 有 一 个 非 负 , 则 称 a 
+: 3584 


具有 轧 标 志 ， 

引 理 7.: 5.3 在 和 数列 3G 具有 六 标 ; 志 的 元 
之 和 非 负 

证 设 A_inttest 叉 具有 村 则 按 定 义 5.4)330 
Crp—1, FS(hi,k 二 ) 尖 0, 设 -. : 

二 inftto<y<2 一 1S0 十 是 ， | 

则 当 0 时 ， 有 Sshth) oShen). 这 样 的 数 对 sr) 
具有 下 列 特性 : i 

M.1 Sk,kitrn)0, i 
| :M. 2: TA ha ,+ 都 具有 . 广 标志 站 
事实 上 ,车 二 0, 则 按 色 之 定义 ,a 生态 : 拆 志 车-m 匠 0， 风 坟 
<0. 按 M.1, 有 ; 

Qu +1 十 ax 1 十 2 上 十， 十 CQ tlt 六 一 An po a 

故 a +1 具 有 户 - 标志 . 依 此 米 推 ， 即 得 MM 2. i 

现在 ,以 序列 (au +。 44.6 之 1) 取 徐 序 列 <, 则 可 得 数 对 (isvro)， 


具有 性 质 M. 1 和 M. 2. 继续 这 种 作法 ， 即 可 福 数 对 列 人 人 )i 字 
1}. 令 


ts i , 
1 站 


oa : 一 ta. »" ak, 十 ) ， 


则 SC 十 加 > NaNe 中 不 各 全 i 必 标 志 的 元 素 , 令 


Sscg, +r)>0; 出 3S, 为 a 中 所 有 具有 妈 标 志 ,的 元 素 之 和 ， 


引 理 7 .5.4 设 (ra 四 为 有 限 测度 空间 ! 太 为 他 世 的 这 
可 积 窦 函 数 . 为 XU.， 估 9 贞 的 关 二 4 的 保 测 突 搞 ， E, = 


Ua: > f(S+in) 之 0), 则 


本 | 、 

| fadndny 0. i : 
证 令 瑚 ts Fasla GD).A, = Sm). 
359， 


B=-Uf fos" W207 
则 E: Eli a) ， ff 0 一 一 (wu) fl). 这 些 关系 可 由 是 
六 可 积 之 假设 条 件 推出 . 搂 控 制 收 化 定理 ， 有 
| A flde). 5D 
因此 ,车 能 证 明 , ，， i 
者 fs) pldu) > 0， :7. 5-2) 
则 (7. 5-1) 式 表明 ; 引 理 成 立 


不 失 一 般 性 , 设 有 界 ,x 有 限 这 时 (7. 52) 式 中 让 mm 足够 
大 ,就 变 成 (7.5- D 式 ,人 


一 (us fCStu) 具有 pp- 标志}， 
则 CD, 上 有 下 3 


D. 1 Do= lu: :Supe (Se > 0 本 
D2Db, =5S- De 
事实 上 ， 搁 定 义 7 5.4, 有 
u € D>Su € D>D, TCS-"(D,). 
反之 ， 让 wEDo, 令 u=S "Wo, 则 
| 0 过 ed So Csm)) = supwe,( 2 )) 
‘iED ,SCDo) cp i 
生生 和 和 即 得 2. i 2 
DD. | 学 (pen -| J ( 按 引 理 7 忆 2 
D. 4 | raorao>o. 人 本 人 上 
事实 上 ,对 Y 7 之 1, 按 D..23 有 yi 
Vy_l1 
和 ji fn) = 和 2 5 让 Sd) 
» 860， : 


= 上 村 nn 十 a 1p, (u)uCdu). 


$ el = 二 SD ， 4D: 则 (gn 之 1) 关 于 /是 -至 可 
积 的 , 从 而 ,下 可 选 一 子 列 (g。 全 这 
g(w). 按 控制 收敛 定理 ,有 


fon gy 
现在 证 明 gw)>0Cmodp). 为 此 , 设 
Ss(u) 一 Pf)la 0), 


即 是 {ffw),、f(Sw)， FCS) ,ee ) 的 具有 -标志 的 元 素 之 和 ， 按 引 
理 7. 5. 3， 有 8$, (ze) 之 0， 老 Sw) < , 则 显然 有 5 一 0 省 
Se) 一 co, 且 Lu:g Ue)>0 (e>0)., 、 


则 limp(« Pf) <— en + 2 >0 
. limp(u “fn < < 一 ee 十 +D) 
. = lu: 9, Cau) 二 co) 0 
这 就 出 现 了 矛盾. 故 对 V se>9) 有 eo 
Hu:g(u) < 6) 一 0 全 Au: glu) < 0) 一 .0. . 
记 D=D) ; 则 De ¢ Eo 当 户 不 cc 时 ， 于 是 ， 被 控制 收 作 定 理 有 


“| op : = = 这 | 。 ftD ptdn > 0. 


定理 7.5.1、( 慷 太 记性 定理 ) 设 信 , 信 , 六 为 sd 
度 空间 . 广 为 巡 上 的 y 可 积 画 数 .S 为 Q， 多) 上 的 保 测 变 换 . 令 


E,=0 Of; ofS 之 | 


二 (a: supms| 1 守 1ri]> 让 (VY A€R), 
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则 | fn) 4 p(BED YAER)， 
a ， 


| 证 事实 上 , 令 广 (0) 二 flu) 一 4, 并 以 广 代 替 引 理 7.5.4 中 
的 了, 则 当 (EB) 之 oc 时, 按 引 理 7.5.4, 立 即 得 到 所 要 的 结论 . 假 
如 wz(ED) 一 ,如果 4<6, 则 结论 自 然 成 立 如 果 220, 则 庆 为“ 人 
有 限 可 知 

了 E, 人 LA， FpE) < 十 cc oy ">. 
按 控 制 收敛 定理 及 下 式 ， 


|. f Ole, pd > 站 E, ) 


便 可 推出 所 要 的 结论 . 

定理 7. 5.2(Birkhoff-Khinchin 定理 ) 设 届 ,2,p) 为 oc- 有 
限 测度 空间 ,5' 为 (U， 人 2) 上 关于 A 的 保 测 变换 .了 为 过 上 的 拓 可 
积 函 数 . 则 


lim 4. $f(S%) = 疡 (Go) (modp (u € UY 

“DT k=0 . 
且 极 限 了" 是 5- 不 变 的 , 即 

f° (SW = f° (u) (modp) (u € UY, 
且 广 是 入 可 积 的 , 此 外 , 当 jCUV)<oo 时 ,有 
| Gudu) = | fod 
. 证 -并 , 设 了 是 非 负 的 ， 令 - 四 
go 一 Im 六 上 swo， gC =—lim Ljcw, 


则 全 题 中 的 极限 存在 等 价 于 “g* 一 g. mod "等 从 于 “cp(K) 一 
OO «PEQ= =- 促 中 有 理 数 全 体 } ))， Kw= {us :8" ‘(WwW)>p>a 
>g. (Ge )"。 

g° (SW= lm Sr 
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n 二 1 


7 





= lim 
Ho 


“十 DAC 一 fm) 


= g"(u) (modp). 
类 似 地 也 有 g. (Sw)==g .Ce) 《modp). 因此 ,g* 和 4; 部 是 3 不 认 
的 . 从 而 ,天 s 为 5- 不 变 集 , 妈 
| 9 一 1 (天 op) 一 Kalmodp). 
令 Kpe 一 人 :8 (x)>p}, 有 
1¥csw 
则 KaCKeCEy. 按 定理 7. 5. 1, 有 
| fan(du) BP. pKg).. 
. Kg i . ， -。 
以 -三 代替 了 了 ,再 利用 此 定理 便 可 得 
| fud) <a 。 uCKe). 
Kog i 
结合 起 来 邵 得 KK) 一 0 (Yas8EQ):… 
全 ECG) 一 5 (1) amodp), : 
全 (ww); 出 产 是 S$S- 不 变 的 .为 证 六 是 7 可 可 的 
仿 Au= {wi 入 广远 广 (< 二 ,网 


Es = (a: :sup| 





j= 





U=,U Ar(Y n> 0) mod 
SiAs = Ai CC Est, » 
按 定理 7.5.1, 有 i 
| fw pdu) 2 pAn), 





Lp(aA) 


人 tf00) — f" ud | S271 A), 


人 fe pldu) < 
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A(B,) < oo C 7] 之 ]). 
利用 上 面 的 估计 ,得 


| funu(du) = | f° QuuY (VY 了 之 1)，， 


让 mr>eo, 即 知 产 是 大 可 积 的 

如 果 AD<co, 刚 取 B=U CY m 宇 1) ,立即 可 得 出 定理 中 
的 最 后 等 式 ， 

注 1 引 理 7.5.4 和 定理 7.5. 1 的 结论 可 以 加 强 ， 即 对 把 中 
的 任意 可 测 子 集 4, 均 有 


| fedpdw >。 G3 刚 75.40) 


| fl pldu) 宕 AA) 《定理 7. 5. 1). 


这 只 要 审查 一 下 它 们 的 证 明 即 可 看 出 . 
上 述 各 结论 对 可 测 集 的 5- 不 雪人 性 很 氏 感 下 面 给 出 某 些 有 关 
的 结果 ， 
定义 9.5.4 设 (U， ca 由 为 = 有 限 测度 空间 若 AE%, 和 县 
AAS- 1(4)) 二 0( 对 称 差 的 测度 ). 则 说 4 关于 是 3- 不 变 的 , 
记 
二 {4 € QU,A 关 于 yp 是 5S- 不 灾 的 }， 
则 多 s 为 中 的 S- 不 变 子 o- 代 数 ,”- 一 
推论 7.5.1 若 在 定理 5.2 中 加 设 x(U)=1. 则 
f° (4) = E(f/®Y,) (modp), 
其 中 EEC，/，) 为 关于 的 条 件 期 望 算 子 . 
证 按 定理 7.5.2, 有 
广 (Sa = f°") (mod 
这 里 广 按 定理 7..5. 2 构 作 , 因此 , 广 是 9- 可 测 的 . 设 5 为 [上 的 
任意 有 界 多 :- 可 测 的 函数 . 显然 
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站 nl 本 
(gC) {0D "DS lim 六 ecw) . f(Sta) 


= 8g(u)f" (0) Cmod/), 
这 里 用 到 g 的 可 测 性 凶 gCSu) sw) Cmodp) 该 定理 
7. 5.2, 得 


EC (f° _ 六 Edge ， FFCD) —g*f) = 0 
按 z 的 任意 性 , 即 知 :定义 3. 2.1 的 条 件 成 立 , 故 
f* = E(f/Y;) (modp). 

推论 7.5$.2 若 在 定理 7. 5.2 中 加 设 yx(0) 过 wo 和 Ei|f1'< 
oo(r 之 1) ,其 中 表示 按 测 庶 4 求 积分 , 则 
,| 1 5/smw) 一 刀 (u) 

证 令 ef/ 广 , 则 考 庶 到 广 的 不 变性 ,有 

$f 一 六 co = 过 ecSoo 加 

将 x 概率 化 ， 不妨 设 ACUD =1. 则 按 推论 7. $, 1 得 | 7: 1 < 
;因此 ,下 geo; 按 Minkowski 不 等 式 及 引 理 人 也 2, 有 


| 2500 | ,< let 


> 1 SCs% )——0 modp) (入 定理 7.5.2)， 
采用 Theonne 接收 可 得 i 
tm | 19sec | mts | ~。 
推论 7.5.3 设 6=:(& 各 忆 为 定义 在 (0; 多 ,关上 取 值 于 
(2 , 儿 ) 的 平稳 序列 . Pi 是 由 6 诱导 的 (T5897) 上 的 概率 测度 ， 
f 奸 (%m,p") 上 的 实 什 可 测 函 数 , 且 E16。,…,&,) | 过 co5.0 


为 C22T， 9 ) 上 的 平移 算 子 多 是 多" 中 中 关于 疡 的 0- 不 变 的 子 训 
代数 , 即 
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则 人 
a lim 六 1 1 $f Gir) 一 ECfé,,- DA (modP7, 


Vr ” 
其 中 ,=e- :为 .多 中 的 子 o- 代 数 . 
证 令 YQ0)=a08w dw) ;E27 , 则 
WAC S| = (9 slippmi). ”i 


令 fa) = f° 7 = fs sun), 

则 CO) = fs YO) = :flu Uptime ) : 

< 的 平稳 性 知 ， 0 是 (2 PD 上 上 的 保 测 变换 按 定理 
5. 2, 有 - 


lim L L157 7 dr- 一 E( Ff odPe) 


将 上 式 中 的 改 成 #, 并 注意 ECF/gs) Ga) le- 虽 7 可 测 的 ， , 则 由 
条 件 期 望 的 唯一 性 色 得 所 要 之 结论 “… 
.推论 7.5.4， 设 (2%7,B7 ,了 ) 为 概率 空间 ， 0 为 共 上 的 平移 算 
子 , 且 保 测 ,sz 为 用 2 中 的 ,4 不 蛮 的 予 : 人 即 已 (BA8-LBJ0 
(Y BEYI). AE DBT, 令 令 
T(z) 二 1rada) Gr e Ty 站 
A) 一 ‘Sh, rd = EUW/SD); .1 . 


k=0 5 四 


则 J 一 (ne 为 平稳 开 


eR 


' .lin (4) = x(A) CmiodP).. 


“证 0. (i=l, 2) -1 
这 aore rn), 一 “Boye 《0 (dept RS 


网 按 推论 .5 3, 可 得 关于 Em. 4 的 要 和 结论 然后 ， 构 作 一 个 非 负 
te 0 0}, 使 得 … 加 和 ~ i, ~ 
Bont md 
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取 极 限 后 即 得 所 要 的 结论 .. . 
定义 7.$.5 一 般 称 推论 7.5. 4 中 的 x(4) 为 事件 4 的 经 验 
概率 . 显然 ,P(4)==Er(4). 若 4ES2 , 即 P(4A0-4) 一 0, 则 


Xx) 二 1 一 14; 因 此 ,车 4 一 弛 或 .20mpdP)， 则 =(4) 为 常数 (0 
或 1). 


定义 7.5.6 设 (U, 人 2,P) 为 概率 空间 .S 为 其 上 的 保 测 变 
换 . v,.(4) 二 w (4,a) 表 示 序 列 {u,Su,…,S"!'w} 落 到 集 4 中 的 项 
数 . 若 对 Y AE 人 2 ， 


lim 二 (4， 4) 一 P(A) (modP). 


则 保 测 杰 换 是 遍历 的 . 若 任意 5- 不 变 集 具有 测度 0 或 1， 则 称 保 
测 变 换 5 是 度量 迁移 的 . ” 一 

定理 7.5.3 概率 空间 (U， ab , 忆 上 的 保 间 变换 为 遍历 的 
充 要 条 件 是 ,下 列 两 条 件 之 一 成 立 : 

(i) S 是 度量 迁移 的 ; 


用 一 】 
Gi lim 二 FS =C (modP), 


其 中 CC 为 常数 ， 7 是 书 - 可 积 范 数 . 
证 证 明 路 线 ， 道 历 性 -> GD=> (GD 一 志 押 性， 
先 设 $ 遍历 . 按 定义 7.5.6, 有 


lim Ly, (4， 2&) = _ plA) GnodPp). 


假如 0 二 P(4) 过 1， 其 中 汉 为 革 个 S- 不 变 集 风 { {A,SA,S’A,.)} 
中 的 元 素 仅 区 别 一 个 已- 零 集 ， 因此 , (A) = * latinod Py 即 


二 w(4) 一 14CmodP). 这 这 与 遍 所 性 矛盾. 故 条 件 () 成 立 . 
, 现 设 GD) 成立， 即 Ss 为 度量 迁移 变换 设 f 可 积 . 令 
pw = lim L3G, dmodP), | 
则 按 定理 .7. 5. 2, 广 是 S- 不 变 的 从 而 集 


? 


”867， 


= {uf'(u) <z) (VEER) 本 
是 9- 不 变 集 ， 投 宁 作 (。 已 (4.) 王 0 或 1-CVY rER). 这 表明 ， 
六 (4) 一 C( 常 数 ) (modP), 故 (让) 真 ， 

最 后 设 条 作 上 ii) 威 立 . 让 f(a) 二 4(), 按 推论 7.5. 1 ,ECIa/ 
og) 一 (， 故 
i P(A) = EE(1n/%s) = ¢. 

Slim du Asm) 一 上 一 PC4) CmodP). 
按 定义 7. 5. 6,S 是 遍历 的 . 

定义 7.5.7 设 f=(& ,4ET) 是 定义 在 (0， 多,P) 上 取 值 于 

(2 ,名 ) 的 Tr.v 到 ;PP: 是 由 4 诱导 的 ( 吕 ”,%B) 上 的 概 这 测度. 6 


为 (有 ,BI "PO 上 的 平移 保 测算 于 者 9 是 遍历 的 ， 则 称 & 为 下 历 
rv 列 ， 人 


引 理 7.5.5 没 0 为 (77,987 PP 上 的 平移 保 测算 于 ,人 志 押 
的 充 要 条 件 是 :下 列 两 极限 之 一 成 立 ， : 


G) lim 工 咏 ,PCBAO-,4) 一 PC “P(B); 
Woo tt jm0 


Ci) lim SP(O-4A/B) 一 BLA) ,其 中 PCB) 天 0. 
极限 中 的 A, BE 227. 

证 GD 和 ii) 等 价 是 因为 ， _ 
PreA/B) = -PCB A a : 
因此 ， 仅 考虑 G 即 可 . 

假如 人 成立 , 则 对 Y 4 不 要 入 4， 有 

Jim 六 i 1 Sp Nn 4) = P(A). 

而 PCANG*A)=PCA). 故 P(4) 一 FPC) 从 而 PC) 一 0 或 1. 
按 定理 7. 5. 39 是 遍历 的 . 


反之 , 设 0 是 遍历 的 , 按 推论 7.5.22 有 
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li m| 二 了 0- 4。 gl)P (du) 一 | (CD)gCe)PCdu)， 
令 Fw) 一 Ca ls() ER"), 则 由 9 遍历 而 有 六 (u) 
=P(A). (modF). 故 | 
EC(f*.g)= - P(A) . PCB), 
即 条 件 G) 成 立 . 


定义 7.58 设 9 为 (多 27 ,上 的 保 测算 了. 车 对 VY 4、 
BEGB', 有 是 P(B)¥0, 有 


limP(S™ CD/ 本- P(A), 
则 称 S 为 混合 变换 .其 条 件 称 为 混合 条 件 . 
引 理 7. 5.6 设 $ 为 (27， SB ,P) 上 的 保 测算 子 , S 为 混合 
变换 的 充 要 条 件 是 
limE(f(S- 7) 。 EC)) = 一 Ef(w) ， .Er ， 

其 中 gEL. 

证 采用 简单 函数 逼近 的 处 理 方法 立即 可 得 此 结 吉 论 ， 

定理 7. 5.4 《强大 数 定律 ) 设 盖 (SnET) 为 定义 在 (2， 
多,P) 上 的 独立 同 分 布 的 9. 列 , 且 EI. 则 .- 


im Ds, ~ Eé,(modP), 
证 显然 ， eT 按 定 理 7 5.2, 有 
由 .lim 去 上 二" (modP). 
有 Ee: 一 El 同 理 , 对 Y m>0, 有 
一 lin LS = 一 全 CmodP), 


因此 ,和 是 局 “- 代 到 可 前 风 按 玫 oltmogorov 0-1 律 ， 有 
和 GmodP) 
6é'. = Et,(medP). 人 
定义 7.5.9 设 $ 二 (ET) 为 定义 于 (0， 多 ,p) 上 到 信子 
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(2%, 多 ) 的 平稳 序列 . 多 -一 站 多 其 中 多 56 和 ro)( 称 
多 为 的 尾 o- 代 数 ). 若 多 -中 仅 含 概率 为 0 或 1 的 事件 , 则 说 
0-] 律 适 合 于 上 
定理 7.5.5 若 0-1 律 适合 于 , 则 定义 在 概率 空间 (2 ， 
37 ,Pe 上 的 平移 算 子 0 是 一 个 混合 变换 . 
证 由 于 平稳,9 为 保 测 变 换 .9 的 混合 性 等 价 于 : 对 Y 4 万 
ES ,Pe(B) 了 0, 有 
limPeAO™A/B) = PelA) 
<—> limPe(B N 6"A) = Pe(A)PeB) CY A.BE€ HBH). 
¢ 的 平稳 性 表明 ， ,一 _,(Y n€ET). 因 此 ,中 的 元 素 之 概 
率 为 0 或 1. 令 办 =P(B/9, ) , 则 易 证 
hh P(B/F -wm) (modP) 当 n 一 一 oo 时 
> > PCB) (modP) 当 n—— oo 时. 
邻 多 二 69 B=:(B), 则 
-PAB/G,) —— PeB) (modPe). 





PB NG"A) = | PAB/S,) Pads) 
2 limPeB)PeAO™A) 一 - PAB)Pe(A). 





这 里 用 到 pA 
定理 7.5.6 设 &=(& ,nE7) 为 定义 于 C0， 多 ,P) 上 的 平稳 
Gauss 序列 , 则 在 (R7 ,sr "PO 上 的 平移 算 子 9 当 相关 系数 RR 一 0 
时 满足 混合 条 件 . 
证 《的 分 布 参数 为 ;m= 一 克 ,, (均值)， RE —m) (60— 
m) 《相关 系数 ), 设 
flu) = fuosu sy “tp ,Eu) = gu0 U1 yp). 
这 里 fg 均 为 足够 光滑 的 有 界 沙 数 , 且 分 别 具 有 绝对 可 积 的 
Fourier 变换 f° (pp 3 则 
. ， Ef(€,,°° pg 人 
。370 。. 


= EJ fe Gurr di) eos)exp (iD és 
二 aé) dh .dA sdao… .da, 
一 | 六 Go) 


* exp | 一 到 3 [Cu 十 aa-)R 
十 NaR,r] }dho…dAdao…da，。 
因此 ,对 Y p 宇 0. 若 limR,=0, 则 
Ef(é,,..， +p)E Go,"* ,6,) we Ef (é0,°°°,$,) Eg(S0,* ,6,). 
于 是 , 按 引 理 7. 5. 6,6 是 混合 的 . 
注 2 混合 条 件 含 遍历 性 条 件 , 但 反之 不 必 真 . . 
定理 7.5..7 设 & 为 定义 于 (02, 久 ,P) 上 具有 状态 空间 (E， 
3) 的 正常 返 不 可 约 Markov 链 , 具 有 不 变 初 始 分 布 v= (vi,i EE)， 
这 里 v 按 定 理 7.4.2 中 定义 , 则 由 v 和 转移 阵 多 决定 的 Markoy 
逆 链 是 遍历 的 . 
证 按 $7.4 中 的 分 析 ， 逆 链 6 是 平稳 的 按 引 理 7. 5. 5， 遍 
历 性 条 件 可 表示 为 
lim tim PS =i0RLEs) NN {én = 0 之 <h<r) 
= P(t =i,0 ks} | 会 一 <) 


< 一 Hav 5 7 =VVvA(V istEE)- 


一 Im ml nije E). 
故 纪 是 遍历 的 . 
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